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Vorwort 

Mit Recht ist hervorgehoben worden, daß ein prinzipieller Unterschied 
zwischen der rein visuellen und der dynamischen Methode der Natur- 
forschung besteht; während erstere die Außenwelt als eine lediglich dem 
Auge sich darbietende Objektmenge auffaßt, berücksichtigt letztere die auf 
sämtliche Sinne des Menschen ausgeübten Wirkungen derselben. Die Zahl 
der naturwissenschaftlichen Disziplinen, denen es genügt, die visuellen durch 
das bloße Projizieren auf die Netzhaut aus der äußeren Form der Dinge 
nachweisbaren Eigenschaften zu verfolgen, wird stets eng begrenzt bleiben 
und die geometrische Kristallographie ist unter ihnen vielleicht eine der 
wichtigsten. Diese prinzipielle Bedeutung glaube ich in diesem Buche ohne 
Vernachlässigung der praktischen Anwendungen zum Ausdruck gebracht 
zu haben ; zu den mechanischen und physikalischen Wirkungen der Körper, 
bei deren Mitberücksichtigung die Naturerkenntnis erst vollständig werden 
kann, stehen indessen die Symmetriebetrachtungen des ersten Abschnittes 
in einer bemerkenswerten Beziehung, denn dieselben können als ein all- 
gemeines Schema betrachtet werden, welches sich den physikalischen Vor- 
gängen überordnet. 

Die nächsten drei Abschnitte handeln davon, durch welche geometrisch 
einfacheren Gebilde die hier in Betracht kommenden Eigenschaften der 
Kristallpolyeder sich darstellen lassen und zwar werden die stereographische 
und Linearprojektion sowie die Raumgitter unter diesem Gesichtspunkte 
behandelt. Die benutzten mathematischen Hilfssätze können aus dem Buche 
selbst entnommen werden, da die Eigenschaften der Determinanten und 
sphärischen Dreiecke nicht vorausgesetzt, sondern unter möglichster Wahrung 
der Einheitlichkeit des Standpunktes abgeleitet werden. Die Methode dieser 
Beweise wird auch den mit ihren Ergebnissen bereits schon bekannten Lesern, 
wie ich hoffe, nicht ganz uninteressant erscheinen. Die benutzte Literatur 
ist in gedrängter Form im Anschluß an das Formelverzeichnis zitiert, auch 
auf die nahestehende aber nicht direkt verwertete ist hingewiesen worden; 
die Beispiele sind sämtlich neu berechnet, dagegen wurden absichtlich nur 
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häufig behandelte Mineralien hierzu benutzt, um einen Vergleich der in den 
verschiedenen Lehrbüchern befindlichen Übungsbeispiele zu erleichtern. 

Die ersten Abschnitte (etwa S. i — 50) werden jedem, der überhaupt 
irgend einem Lehrbuch der Kristallographie oder allgemeinen Mineralogie 
zu folgen vermag, leicht verständlich sein, die letzten sind nicht ganz so 
elementaren Inhalts, doch werden auch diese fortgeschritteneren Studieren- 
den, für welche das Buch in erster Linie bestimmt ist, keine Schwierig- 
keiten bereiten. Dasselbe wendet sich sowohl an mathematische wie an 
mineralogische Kreise; auch will es für die praktische Ausführung von 
Kristallmessungen eine Anleitung bieten; hierbei wird methodisch vom 
speziellen zum allgemeinen fortgeschritten, so daß bereits in den ersten 
Kapiteln das für die praktischen Anwendungen Notwendigste sich vorfindet, 
insbesondere kommen die Methoden der analytischen Geometrie (resp. 
Vektoranalysis) erst in den späteren Abschnitten zur Geltung. 

Für das Zustandekommen des Werkes gebührt mein Dank in erster 
Linie der Universität Tübingen, welche mir die zur Ausarbeitung erforderliche 
Zeit gönnte, sodann der Verlagsbuchhandlung, deren Mühewaltung nament- 
lich bei der Herstellung der Tafeln eine sehr erhebliche war; in die Tafeln 
wurden Figuren aus den Werken von Groth, Zirkel, Wülfing (und zwar aus 
der »tabellarischen Übersicht« des letzteren unter Vermittlung des Herrn 
Verlegers E. Nägele) aufgenommen, und ich spreche daher auch diesen 
Herren meinen verbindlichsten Dank für die erteilte Erlaubnis aus. 

Tübingen, den 13. November 1905. 

K Sommerfeldt. 
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Symmetrie der Kristalle. 

1. Kapitel. 

Definitionen und Prämissen. 

§ I. Kristallpolyeder. Zur Unterscheidung der Kristalle von anderen 
Naturdingen heben wir zunächst die Eigenschaft hervor, daß Kristalle, 
welche in einem gegen äußere Kräfte abgeschlossenen System entstehen, 
die geometrische Form von Polyedern besitzen müssen. Fast ausnahmslos 
setzt sich bei einem derartigen Bildungsprozeß an verschiedene Stellen des 
Systems kristallisierte Materie ab und zwar kann man die einzelnen in sich 
zusammenhängenden Massen unterscheiden als Kristallaggregate und 
Kristallindividuen. Durch erstere lassen gerade Linien sich so hindurch- 
legen, daß sie vielfach alternierend von kristallisierter 
Materie eingenommene und davon freie Raumstücke 
durchsetzen (Fig. i), dagegen läßt sich keine Gerade an- 
geben, welche auf mehr als einem einzigen zusammen- 
hängenden Stück aus einem Kristallindividuum Materie 
herausschneidet, ein solches besitzt daher niemals ein- 
springende Winkel, sondern stets die Form eines überall 
konvexen Polyeders. 

§ 2. Konstanz der Winkel. Kristalle von gleicher Sub- 
stanz sind einander geometrisch ähnlich, sofern sie gleichen 
Wachstumsbedingungen unterlagen, doch wird man auch, 
wenn dieser Forderung nicht genügt wird, jeder Fläche 
des einen eine entsprechende des anderen so zuordnen 
können, daß dem Wachstum des Kristalles ein stetiger 
Übergang jeder Fläche in die ihr entsprechende korre- 
spondiert. 

Folgende Forderungen müssen erfüllt sein, wenn ein wachsender Kristall sich 
genau geometrisch ähnlich bliebe: Es müßte möglich sein, die geometrischen 
Formen, welche dem Anfangs- und Endzustand entsprechen, durch eine Dehnung 
des kleineren einander kongruent zu machen, d. h. dadurch, daß man alle Ecken 
Ay -5, C, ... mit einem und demselben geeignet zu wählenden Punkt O im 
Innern des Kristalles verbindet, die Strahlen OA^ OB^ OC^ ... sämtlich im 

Sommer feldt, Geometr. Kristallogr. X 




Fig. I. 

Kristallaggregat. 
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Fig. 2 a. 

Geometrisch-ähnliche Kristall- 
formen. 



Fig. 2 b, 
Winkelgleichheit im 
allgemeinsten Fall. 



gleichen Verhältnis vergrößert und die so erhaltenen Endpunkte als Ecken des 
größeren Kristalls auffaßt. Hierfür ist es notwendig, daß die Winkel zwischen 
entsprechenden Flächen des kleineren und größeren Kristalles einander gleich 
sind, aber umgekehrt reicht diese Gleichheit noch keineswegs hin, um die 
ÜberfUhrung der kleineren in die größere Form mittels Dehnung stets zu er- 
möglichen. 

In Fig. 2 z. B. stimmen die Winkel zwischen den entsprechenden Flächen 
der in a und b gezeichneten Kristalldurchschnitte überein und mit dem 

kleineren ist eine Dehnung so vor- 
genommen, daß die Flächenkom- 
binationen I, 2, 3, . . . entstehen, 
es würde aber der Versuch, die 
Flächen der Fig. a mit den ent- 
sprechenden der Fig. b zur Deckung 
zu bringen, nur parallele, niemals 
aber übereinstimmende Lage be- 
wirken. 

Es kann also sehr wohl das Tei- 
lungsverhältnis der Volumen- 
vergrößerung für die einzelnen 
Flächen während des Wachstums 
inkonstant sein; die Erfahrung zeigt sogar, daß geringfügige Schwankungen 
der Wachstumsbedingungen schon starke Änderungen dieses Teilungsver- 
hältnisses nach sich ziehen können, daß aber die Winkel der entsprechenden 
Flächen und Kanten trotzdem genau konstant bleiben. Es ist also stets mög- 
lich, dadurch, daß man mit jeder Fläche des einen 
Polyeders einzeln eine geeignete Parallelver- 
schiebung vornimmt, Deckung der Formen zu 
erzielen. Der großen Leichtigkeit, mit welcher 
bei einer Volumvergrößerurig das Teilungsver- 
hältnis sich ändert, kann auch die wichtige 
Tatsache zugeschrieben werden, daß sämtliche 
Schnittkanten, welche sich durch die Flächen 
eines Kristallpolyeders geometrisch erzeugen 
lassen, auch tatsächlich aufzutreten vermögen. 
Das Oktaeder z. B. würde die ursprünglich nicht 
vorhandene Schnittkante der gegenüberliegenden 
Flächen i und 2 erlangen können, oder anders 
ausgedrückt : von der Schnittkante i 2 wird beim unverzerrten Oktaeder die 
linke Hälfte durch die Fläche 3, die rechte durch 4 abgeschnitten, beim 
verzerrten hingegen bilden die Flächen i und 2 einen wirklichen Keil, wäh- 
rend beim unverzerrten der Keil 12 und 34 »im Gleichgewicht« befindlich 
erscheint. 




Verzerrtes Oktaeder. 
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§ 3. Typische Kristallpolyeder. Die Eigenschaft der Winkelkonstanz kann 
man so ausdrücken, daß man die Winkel der Begrenzungselemente eines 
Kristallpolyeders für das Wesentlichste, die relative Größe derselben dagegen 
für unwesentlich erklärt und vereinbart, dem Gesamtpolyeder eine möglichst 
einfache Form durch Ausfuhrung geeigneter Parallelverschiebungen der Flächen 
zu verleihen. Besonders zweckmäßig ist es, die Flächen ohne Drehung so 
zu verschieben, daß sie sämtlich eine und dieselbe Kugel berühren. 

§ 4. Polfigur. Kristallpolyeder, deren Flächen sämtlich Tangential- 
ebenen an der gleichen Kugel, der sogenannten »Konstruktionskugel«, sind, 
heißen typische. Hierbei ist es sehr zweckmäßig, als Repräsentanten der 
tangierenden Flächen diejenigen Kugelradien zu betrachten, welche in den 
Berührungspunkten endigen; und zwar ist eine solche »Flächennormale« 
von der entgegengesetzten streng zu unterscheiden, da die letztere (resp. 
ihr Endpunkt) Repräsentant der zu A gehörigen G^enfläche ist und diese im 
allgemeinsten Fall an dem Polyeder nicht auftritt. In einem typischen Polyeder 
bezeichnet man den Berührungspunkt einer Fläche mit der Kugel als Flächen- 
pol und den Inbegriff der Flächenpole eines Polyeders als seine Polfigur. 

§ 5. Homogenität Die Erfahrung zeigt, daß gleichlange und gleich- 
gerichtete Strecken, welche innerhalb eines Kristallindividuums konstruiert 
werden, einander vollkommen gleichwertig sind, d. h. hinsichtlich sämtlicher 
Eigenschaften übereinstimmen, daß dagegen gleichlange und verschieden 
gerichtete Strecken im allgemeinen ungleiche Werte für die nämliche Eigen- 
schaft aufweisen (z. B. Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes, Schalles 
usw.). Diese Abhängigkeit von der Richtung ist eine stetige ; wird also aus 
dem Kristall eine Kugel mit dem Radius i, die den Mittelpunkt besitze, 
ausgeschnitten, so entspricht einer Drehung um durch ein Winkelelement 
stets eine unendlich kleine Änderung der betreffenden Eigenschaft. Auf 
der Oberfläche der Kugel sei nun eine kleine Kurve 5 konstruiert und 
sämtliche im Innern derselben gelegenen Punkte seien mit verbunden 
gedacht. Dem so entstandenen Bereich läßt sich, falls man noch eine 
zweite identische Kugel 0' aus dem Kristall herausschneidet, mindestens ein 
gleichwertiger Bereich S' zuordnen, d. h. zu 5 ein kongruenter Bereich, 
welcher die Forderung erfüllt, daß je zwei solche Kugelradien gleichwertig 
sind, welche in homologen Punkten der Bereiche 5 und 5' endigen. Ein 
Bereich 5' ergibt sich sogleich, wenn man zu jedem innerhalb von 5 endigen- 
den Radius der Kugel den parallelen konstruiert, welcher von 0' ausgeht; 
beim Wiedereinfügen der herausgeschnittenen Kugel O wird die ursprüng- 
liche Beschaffenheit wieder hergestellt, sofern in Kugel und 0' die gleich- 
wertigen Radien in parallele Lage gelangen, was hiernach mindestens auf 
eine Weise erreichbar ist. 

§ 6. Drehungssymmetrie homogener Kugeln. Jedoch tritt häufig der Fall 
ein, daß zu OS nicht nur ein gleichwertiger Bereich O'S' existiert, sondern 
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noch weitere, etwa 0'S'\ 0'S'\ . . . (vgl. Fig. 4). Auf eben so viele, etwa 
n Arten wird es möglich sein die Kugel 0' in den Kristall unter Wieder- 
herstellung der Homogenität einzufügen; die hierzu erforderliche Bewegung 
der Kugel 0' heißt »Deckbewegung«. Die Zahl n bezeichnet man als Grad 
der Drehungssymmetrie, dieselbe gibt an, wie viele miteinander kon- 
gruent-gleichwertige Richtungen vorhanden sind. Unter n ist die stets vor- 
handene Möglichkeit, die identischen Richtungen der Kugeln und 0' als 
gleichwertig aufzufassen, einbegriffen, so daß n — i die Anzahl der nicht- 
identischen voneinander verschiedenen Deckbewegungen*) angibt. 

§ 7. Drehungssymmetrie der Polyeder. Die Kristallpolyeder sind Pro- 
dukte der Wachstumskräfte eines Kristalls, und daher ebenso wie sonstige 
Eigenschaften zur Feststellung seiner Symmetrie geeignet; wenngleich im 
übrigen die wahre Natur der Kristallwachstumskräfte noch keineswegs 
genügend aufgeklärt werden konnte, so hat die Erfahrung doch gezeigt, 

daß die Untersuchung der Kristallformen 
und die der Eigenschaften der Kristallmaterie 
zu gleichen Anschauungen über die Sym- 
metrie führen. 

Liegen zwei übereinstimmende typische 
Kristallpolyeder vor, deren Mittelpunkte als 
Kugelzentra aufgefaßt und ff seien, so 
werden sich dem Kegel, der zur Spitze und 
die sphärische Kurve 5 zur Basis hat, so 
viele kongruente Kegel, deren Spitze in O' 
liegt, zuordnen lassen, als der Grad der 
Drehungssymmetrie beträgt. Dadurch wer- 
den der Kurve 5 kongruente Kurven 5', 5", 
. . . , deren gemeinsame Kugel aber 0' ist, 
zugewiesen werden, und es ist zwar statthaft, aber keineswegs notwendig 
alle diese Kurven als voneinander getrennt anzunehmen, vielmehr wird bei 
allmählicher Vergrößerung der Bereiche ein teilweises Ubereinandergfreifen 
derselben eintreten, die zugehörigen Radien müssen also alsdann in ein- 
zelnen Kugelbezirken ebenfalls mehrfach aufgezählt werden. Es ist sogar 
statthaft, jeden der Bereiche 5', 5", 5'", ... so weit wachsen zu lassen, 
daß er für sich bereits die gesamte Kugel ausfüllt; an Stelle jedes der 
Kegel S\ S'% 5'", . . . tritt alsdann das gesamte Kristallpolyeder, daher 
muß sich die Drehungssymmetrie auch durch diejenigen Drehungen ergeben, 
welche das Kristallpolyeder mit einem identischen Exemplar zur Deckung 
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Fig. 4. 
Kongruent-gleichwertige Bereiche. 



*) Natürlich sind hierbei Bewegungen, welche in bezug auf Anfangs- und Endlage des 
bewegten Systems übereinstimmen, als nicht verschieden zu betrachten, auch wenn die Zwischen- 
stellungen des Systems sich unterscheiden; es können also die bisher eingeführten Deck- 
operationen stets einmaligen Drehungen gleichgesetzt werden. 
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bringen, oder anders ausgedrückt, dadurch, daß man das Polyeder auf 
alle irgend mögliche Arten sich selbst kongruent setzt. 

§ 8. Cyklische Vertauschungen. Um Drehungen symbolisch zu bezeich- 
nen, ordne man, sofern ein regelmäßiges «-Eck ohne seine Ebene zu ver- 
lassen um seinen Mittelpunkt gedreht werden soll, den Seiten desselben der 
Reihe nach die Zahlen i, 2, 3, ...(«) zu; durch Drehung im einen Sinne 
wird jedes Element mit dem nächstfolgenden (das letzte aber mit dem ersten) 
vertauscht, durch Drehung im andern Sinne hingegen mit dem nächstvorigen 
(das erste aber mit dem letzten). Daher werden die Symbole für diese 
Drehungen passend erscheinen: 



h 2, 3: 



fvy 1, 2 m •••. 7i* 



n 
I 



, 2, 3, 



, , , . n 



2, 3, 4, .... w, I. 



Wiederholte Drehungen lassen sich natürlich durch die Aufeinanderfolge 
solcher »cyklischer Substitutionen« darstellen. 

§ 9. Deckbewegungen des Tetraeders und Quadrats, a) Ein reguläres 

Tetraeder kann auf zwölf verschiedene Arten sich selbst kongruent sein, oder 
anders ausgedrückt: es existieren zwölf Deckbewegungen des Tetraeders. Die 
Durchmesser, um welche gedreht werden muß, sind von zweierlei Art: vier 
derselben verbinden je eine Ecke mit dem Mittelpunkt der Gegenfläche, 
zweitens verbinden drei derselben die Mitten gegenüberliegender Kanten. 
Um erstere, die Höhen, muß im Betrage 120°, um letztere, die kanten- 
halbierenden Durchmesser, im Betrage 180° gedreht werden, um Deckung 
zu erzielen. Daher beträgt die Anzahl der nichtidentischen Drehungen des 
Tetraeders 2 • 4 + i • 3 = 1 1 , der Drehungssymmetriegrad also zwölf. 

b) Ein Quadrat kann auf acht verschiedene Arten in seine (horizontal ge- 
dachte) Anfangsstellung zurückgedreht werden, und zwar muß entweder um die 
auf seiner Ebene im Mittelpunkt errichtete 
Senkrechte oder um die Verbindungslinie 
je zweier Gegenecken resp. je zweier 
Kantenhalbierungspunkte gedreht werden 
(Fig. 5). Um die erste Axe erzielt be- 
reits der Drehungsbetrag 90® Deckung 
des Quadrats, um die andern erst 180° 
Verbinden wir eine beliebige Fläche starr 
mit dem Quadrat, so entsteht bei den 
genannten Vertauschungen aus dieser Aus- 
gangsfläche eine aus zwei regelmäßig 
vierflächigen Ecken bestehende Figur, das 
sogenannte tetragonale Trapezoeder (Fig. 6). 
Durchschnittsfigur des Trapezoeders. 

§ IG. Zentrum der Symmetrie. Außer der Drehungssymmetrie existiert 
noch eine weitere zunächst durch ein Beispiel zu erläuternde Symmetrieart: 



+0 




F'g- 5- 

Quadrat mit Symmetrieaxen. 

Fig. 7 enthält die mittlere 
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Von einem Punkte O möge eine Schallbewegung durch einen Kristall sich 
ausbreiten, so wird dieselbe zwar für verschiedene Richtungen verschiedene 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzen, für diametral entgegengesetzte Rich- 
tungen — etwa a und a! — muß dieselbe jedoch übereinstimmen, was darin 
seinen Grund hat, daß die bei der Schallbewegung tätigen Kräfte je zwei 
diametrale Richtungen stets gleichartig affizieren (und nicht etwa durch die 
Kristallmaterie allein sich erklären läßt). Jedoch wird bei manchen kristalli- 
sierten Stoffen Gleichheit entgegengesetzter Richtungen hinsichtlich aller 





Fig. 6. 

Tetragonales Trapezoeder. 



Fig. 7. 
Horizontaler Mittelschnitt des Trapezoeders. 



(auch der symmetrielosen) Eigenschaften beobachtet, somit ist die Kristall- 
materie selbst als gleichartig in je zwei entgegengesetzten Richtungen an- 
geordnet zu denken, man sagt alsdann die betreffende Substanz besitze 
»zentrische Symmetrie«, womit die Möglichkeit bezeichnet werden soll, 
jede Richtung ihrer entgegengesetzten resp. jeden Kugelpunkt seinem in- 
versen gleichwertig zu setzen. Diese Vertauschung bezeichnet man daher 
kurz als Inversion und den Kugelmittelpunkt, in bezug auf welchen sie 
stattfindet, als »Inversionszentrum«. Die Inversion führt ein sphärisches 
Dreieck in sein Scheiteldreieck über. 

§ II. Symmetriegrad. Liegen zwei gleichgroße Kugeln von überein- 
stimmender Substanz vor und ist «s möglich einem jeden auf der ersten 
abgegrenzten Bereich n kongruente gleichwertige Bereiche auf der zweiten 
zuzuordnen, so nehmen wir jetzt den Fall, daß mit dem Ausgangsbereich i 
auch der von seinen Antipodenpunkten auf der ersten Kugel gebildete 
Bereich A gleichwertig sei, es existieren dann im ganzen in zm i gleich- 
wertige Bereiche. Denn wendet man auf i+A die Operationen der Drehungs- 
symmetrie an, welche auf i allein angewandt die Bereiche i', 2', 3', . . . [n') 
erzeugen würden und auf A allein angewandt zu ^,, A^^ ... -^1» fuhren 
würden, so geht hervor i'+^d ^'-f--^,, 3'+ -^3, ...(»'+^«). Daher 
können wir sagen: Der Grad der Gesamtsymmetrie eines zentrisch- 
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symmetrischen Körpers ist doppelt so groß als derjenige seiner 
Drehungssymmetrie. Unsere frühere Fragestellung, welche lautete: auf 
wie viele Arten kann ein Polyeder durch Drehungen mit sich selbst zur 
Deckung gebracht werden, wird daher jetzt erweitert so zu formulieren sein: 
Auf wie viele Arten kann ein Polyeder durch elementargeome- 
trische Operationen (d. h. durch Drehung, Inversion oder Aufeinander- 
f3lge beider) in seine Anfangsstellung zurückgeführt werden. 

§ 12. Inversion der Polfigur. Daß in der Tat die Inversion eine sehr 
einfache Bedeutung besitzt, tritt auch hervor, wenn das Polyeder durch sein 
typisches und dieses durch seine Polfigur (§ .4) ersetzt wird. Die Inversion 
bedeutet hier, daß jeder zugehörige Radius durch den entgegengesetzten 
ersetzt wird, und daher die mit ihm starr verbunden gedachte Berührungs- 
fläche mit ihrer Gegenfläche. Im allgemeinen braucht zu einer Fläche 
natürlich nicht die Gegenfläche 
an demselben Polyeder vorzu- 
kommen und wenn dieses der 
Fall ist, nicht in ihren Eigen- 
schaften jener gleichwertig zu 
sein. Daher können wir das von 
den Gegenflächen der ursprüng- 
lichen Form gebildete Polyeder 
als seine Gegenform unterschei- 
den und nur beim Vorhanden- 
sein zentrischer Symmetrie beide 
als gleichwertig betrachten; oder anders ausgedrückt: Ein Flächenpaar kann 
zwar stets als ein den Forderungen der zentrischen Symmetrie genügendes 
mathematisches Gebilde gelten, aber als Träger physikalischer Eigen- 
schaften betrachtet bringt die Inversion im allgemeinsten Fall eine Ände- 
rung hervor. 

Werden die Pole der Flächen mit Molekülen, welche etwa Speerform besitzen 
mögen, erfüllt gedacht, so wird Ungleich Wertigkeit zwischen Fläche und Gegen- 
fläche leichtverständlich: nehmen wir z. B. an, daß auf entgegengesetzten Seiten 
Spitze resp. Schaft nach außen gekehrt sind und dieser Oberflächenverschieden- 
heit Differenzen der Löslichkeit entsprechen, so würde durch die Inversion zwar 
das Flächenpaar in sich übergeführt, aber zugleich die Stelle schnellerer und 
langsamerer Löslichkeit vertauscht werden. Wenn wir die Moleküle etwa kugel- 
förmig annehmen, so würde es plausibel erscheinen, daß bei einer so struierten 
Materie die Inversion keine Änderung hervorbringt (Fig. 8, wo die durch gleiche 
Buchstaben bezeichneten Stellen sich invers entsprechen). 

Das Quadrat als Beispiel. Um an einem Beispiel zu zeigen, daß 
verschiedene Polyeder entstehen, je nachdem man die Drehungs- oder 
Gesamtsymmetrie eines Körpers betrachtet, sei mit einem Quadrat eine 
beliebige Fläche A starr verbunden; wird um die vierzählige und eine der 
zweizähligen Axen gedreht, so wird das Trapezoeder T des § 10 erzeugt, 
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Flg. 80. Fig. 8^. 

Flächenpaar vor und nach einer Inversion. 
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dessen horizontale Mittelfigur als die Durchdringung zweier Quadrate auf- 
gefaQt werden kann. Und zwar entstehen verschiedene Formen T und T\ 
je nachdem die Ausgangsfläche A durch eine Seite des einen oder anderen 
dieser Quadrate und zugleich durch einen Punkt des positiven Halbstrahls 
der Hauptachse gelegt wird. (Vgl. die Quadratecken P und -P' in Fig. 7.) 
T umfaßt demnach gerade die Gegenflächen von T, Stehen beide — als 
rechtes und linkes Trapezoeder unterschiedene — Formen über dem Doppel- 
quadrat als Mittelfigur, so entsteht eine die Gesamtsymmetrie des Quadrats 
besitzende, als »ditetragonale Doppelpyramide« bezeichnete Form (Fig. 9). 

§ 13. Fundamentalbereiche. Wir denken nochmals wie in § 11 über 
einer sehr kleinen sphärischen Basis einen Kegel konstruiert, dessen Spitze 
im Kugelzentrum liegt, ermitteln die mit ihm gleichwertigen «— i Kegel und 
dehnen diese n Kegel sämtlich in gleicher Weise möglichst weit aus, jedoch 





Fig. 9. 

Ditetragoaale Doppelpyramide. 



Flg. 10. 
Wachstum gleichwertiger Bereiche zu Fundamentalbereichcxi. 



derart, daß sie nirgends übereinander greifen. Es ist besonders anschaulich, 
die zunächst noch ganz voneinander getrennten Basisflächen als kreisförmig 
anzunehmen und konzentrisch bis zur gegenseitigen Berührung wachsen zu 
lassen. Um bei noch weiterem Wachstum ein Ineinandergreifen der Bereiche 
zu verhindern, müssen wir denjenigen Diametralkreis auf der Kugel- 
oberfläche konstruieren, welcher gleichzeitig die beiden gleichwertigen Be- 
reiche berührt (etwa M in Fig. 10). Diese Kreisebene hat alsdann beim 
gesamten weiteren Zunehmen der Bereiche als Trennungsebene zu fun- 
gieren; es platten sich die ursprünglichen Kreise zu sphärischen Polygonen 
dadurch mehr und mehr ab und füllen die Lücken zwischen den ursprüng- 
lichen Kreisen vollständig aus. Man bezeichnet einen solchen Bereich 
als »Fundamentalbereich«, er umfaßt alle wirklich voneinander 
verschiedenen Richtungen, aber jede derselben nur einmal. 

Man hätte auch so verfahren können, daß während des Wachstums des 
einen Bereiches die n — i übrigen ihm gleichen Bereiche aus der Kugel heraus- 
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genommen werden; es ergibt sich so von selbst eine Grenze für das 
Wachstum desselben, indem der Bereich schließlich an Lücken herankommt, 
welche durch das Herausnehmen der gleichwertigen Stücke entstehen. Von 
dann ab treten wiederum die Diametralebenen • der Kugel als Trennungs- 
ebenen der Hoblkegel auf. Ein Fundamentalbereich genügt also dazu, alle 
physikalischen Eigenschaften der betreffenden Substanz festzustellen, da jeder 
Zahlwert für eine Richtung des Bereichs angenommen wird. 

§ 14. Periode der Symmetrieoperationen. Wenn D = 3607« der kleinste 
Winkel ist, durch welchen man ein Polyeder um eine Axe so drehen 
kann, daß Anfangs- und Endlage übereinstimmen, so bezeichnet man n als 
die Periode der Deckbewegungen, welche um die Axe erfolgen können, 
und zwar deshalb, weil die ganzzahligen Multipla von 360°/« einer periodi- 
schen Reihe von Deckbewegungen entsprechen. Wird nämlich nacheinander 
das I-, 2-, 3-, . . . fache von 360°/« berechnet, so unterscheidet sich die 
«+ ite Zahl dieser Reihe von der ersten nur um eine volle Umdrehung. 
Es wiederholen sich also von der n-\- iten ab die n früheren Winkel; daher 
pflegt man 360"/« als »charakteristischen DrehungswinkeU zu bezeichnen 
und wiederholte Drehungen im Betrage derselben als seine Potenzen, so 
daß D*" die w-fache Drehung im Betrage V bedeutet; auch bezeichnet 
man eine solche Richtung als »/^-zählige Drehungsaxe. // gibt offenbar 
zugleich an, wie oft die Drehung im Betrage 360°/« wiederholt werden 
muß, um die volle Umdrehung, d. h. die Identität (= i) zu ergeben, so daß 

wir schreiben können 

(3607^)« = I. 

Diesen Satz übertragen wir jetzt auf die Inversion; bereits ihre erste Wieder- 
holung, d. h. ihre zweite Potenz stellt die Anfangslage wieder her, die In- 
version besitzt also ebenso wie eine im Betrage 180° erfolgende Drehung 
die Periode 2. 

§ 15. Kristallograpliiscli brauchbare Symmetrieaxen. Goniometrische 

Messungen ergeben, daß die Periode der an Kristallen überhaupt vorkom- 
menden Symmetrieaxen stets eine sehr einfache ist und lieferten nur die 
Werte i, 2, 3, oder die doppelten dieser Zahlen (22, 2-3). Wenn also 
regelmäßige Pyramiden an typischen Kristallpolyedern auftreten, so können 
diese nur Dreiecke, Quadrate oder Sechsecke zur Basis besitzen. Da dieser 
Satz durch die Erfahrung unmittelbar geprüft werden kann, so empfiehlt 
es sich, ihn ohne weiteren Beweis den folgenden Ausführungen zu- 
grrunde zu legen; da derselbe jedoch zu den Strukturannahmen über feste 
Körper in bemerkenswerten Beziehungen steht, sollen diese nicht übergangen 
werden, jedoch sei ausdrücklich bemerkt, daß im übrigen der gesamte 
Inhalt dieses Buches unabhängig von Strukturhypothesen ist, und daß auch 
für diesen Satz ein von solchen Annahmen freier Beweis nachgeliefert wird 
(vgl. Kapitel 14). 
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Wird die Annahme acceptiert, daß die Materie aus Atomen aufgebaut 
und daher der Abstand zwischen parallelen Symmetrieaxen nicht unend- 
lich klein sondern mindestens der Größenordnung der Atomlängen gleich 
sei, so folgert man: Sind A und Ä zwei gleichwertige Axen, welchen das 
Minimum des Punktabstandes zukommt, der für gleichwertige Symmetrie- 
axen möglich ist, und sei angenommen, daß Drehungen um 360^/5 gleich- 
wertige Stücke miteinander vertauschen, so müssen an den Stellen A* und 
A'\ in welche (Fig. \\] A und Ä bei je einmaliger Ausführung der Deck- 
operation übergehen, gleichwertige Symmetrieaxen sich befinden. Nun ist 
aber der Abstand A'* A <C AA[^ was der Voraussetzung widerspricht. Die 





Fig. 11. 
Unzulässigkeit funfzähliger Symmetrieaxen. 



Fig. 12. 

Unzulässigkeit sieben- oder mehrzähliger 
Symmetrieaxen. 



Periodenzahl kann also niemals gleich 5 sein. Ein analoger Widerspruch folgt 
aus der Annahme einer Perioderizahl «, die größer als 6 wäre. Sind A und A' 
auch jetzt zwei nächstliegende gleichwertige Punkte, so müßte durch Drehun- 
gen um A' im Betrage 360°/« der Punkt A an gleichwertige Stellen A'\ A'\ . . . 
gelangen (Fig. 12). Der Abstand AA" müßte aber kleiner als AA' sein, 
denn für ;^ = 6 wird derselbe gleich AA\ je mehr man n wachsend denkt, 
um so kleiner muß der Winkel AA'A" angenommen werden, um so kleiner 
wird daher in dem gleichbezeichneten Dreieck die Basis im Vergleich zu 
den Schenkeln, das aber ist ein Widerspruch mit der Voraussetzung. 

Es könnte hiernach scheinen, als ob unser Satz unbeweisbar würde, wenn 

die Kristalimaterie nicht als ein System 
diskreter Massenteilchen, sondern als kon- 
tinuierlich angenommen wird, jedoch tritt 
alsdann eine zweite Beweisart an die Stelle 
der ersten, so daß nach dieser zweiten unser 
Satz gerade als eine Folge des Grenzüberganges, in welchem der minimale 
Punktabstand unendlich klein wird, erscheint. 

Um von einem System regelmäßig verteilter Massenpunkte zu einem Kon- 
tinuum überzugehen, hat man einen doppelten Grenzprozeß auszuführen: Legen 
wir durch einen »atomistischen Raum« eine Gerade, so werden auf derselben 
sich Stellen a, a\ a", . . . unterscheiden lassen (Fig. 13), die untereinander 



^2 a' a 

Fig. 13. 

Materielle Linie in einem »atomistischen 

Raum«. 
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gleichwertig, aber von den unter sich ebenfalls gleichwertigen zwischenliegenden 
Stellen ^, b\ b'\ . . . wesentlich verschieden sind; der eine Grenzprozeß be- 
steht darin, die Stellen ^, b\ b'\ . . . , d. h. die von Materie freien Stellen 
auf Kosten der a^ a\ cl\ . . . zum Verschwinden zu bringen (denn es ist die 
Periodizität, welche durch das Abwechseln der mit Materie besetzten Stellen mit 
massenlosen bedingt wird, unverträglich mit dem Begriffe eines Kontinuums). 
Der zweite Grenzprozeß besteht darin, die ursprünglich willkürlich wählbare 
Gestalt der Massenteilchen so zu ändern, daß dieselben in allen Richtungen 
den Raum lückenlos auszufüllen überhaupt gestatten. Die Symmetrie des ein- 
zelnen Massenteilchens a muß sich in der Art, wie dasselbe von seinen gleich- 
wertigen Nachbarn umlagert wird, ausprägen; es läßt sich aber niemals ein 
lückenloses Aneinanderlagem mittels stetig gekrümmter Raumteile ä, a\ d\ . . . 
erzielen, vielmehr wird eine Erledigung unseres Grenzfalles (den wir, wie im 
vorigen Beweis, nicht im Räume, sondern nur in einer zur Symmetrieaxe senk- 
rechten Schnittebene zu betrachten brauchen) sich durch die Beantwortung der 
Frage ergeben: Auf wie viele Arten ist es möglich, eine Ebene durch 
kongruente Polygone unter Ver- 
meidung von Lücken und mehrfach 
überdeckter Stellen auszufüllen? 
Die Polygone müssen regulär sein; kon- 
struieren wir ein Dreieck, in welchem eine 
Polygonseite (deren es n an Zahl geben 
möge) Grundlinie und das Polygonzentrum 
Spitze ist, so hat sein Winkel an der 
Spitze den Betrag 360°/«. Wenn je N 
Polygone in ihren Ecken aneinander 
grenzen, so beträgt der Winkel zwischen 
zwei aufeinander folgenden Polygonseiten 
36o°/iV{vgl. Fig. 14 im Sechsecksfall). In 
dem schraffierten Dreieck sind daher die 
Basiswinkel je gleich ^60^/ 2 N^ da aber 
die Siunme aller drei Winkel 180° be- 
tragen muß, so folgt: 360^/« + 360^/iV 
= 180® oder 2/n + 2/N= i resp. 
I — 2/n = 2/JV, Diese Gleichung muß 
also von ganzen 'Zahlen n und iV befrie- 
digt werden. Die Annahme nun, daß 
«-Ecke, für welche die Seitenzahl mehr 
als 6 beträgt, dieser Gleichung genügen, 

führen wir ad absurdum, indem wir zeigen, daß für sie N kleiner als 3 sein 
müßte, daß also höchstens Polygone, deren aufeinander folgende Seiten gestreckte 
Winkel bilden, gemeint sein können. Wenn wir für n denjenigen Wert nehmen, 
der die rechte Seite möglichst klein macht, nämlich « = 7 (für welches n die 
rechte Seite den Wert 5/7 erlangt), so würde dieselbe doch noch größer bleiben 
als der Annahme iV^ 3 entspricht. Denn für -A^^ 3 würde die linke Seite 
^ 2/3, d. h. ^ 14/21, während doch wegen « = 7 die rechte Seite der letzten 
Gleichung = 5/7 = 15/21 sein sollte. Die Annahme « ]> 7 würde aber sogar 
bedingen, daß die rechte Seite unserer Hauptgleichung einen Wert > 1 5/2 1 an- 
nimmt, und sie könnte bei direkter Berechnung von 2/N sich doch nur, wie 
soeben gezeigt, < 15/21 erweisen. Es haben also die Fälle n^6 keine 
weitere geometrische Bedeutung, als daß 7V= 2, der Polygonwinkel = 180^ 
sein und das Polygon daher nur aus einer einzigen Geraden bestehen könnte. Im 




Fig. 14. 

Lückenlose Ausfüllung der Ebene durch 
kongruente Sechsecke. 
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Falle n = $ folgt aus unserer Hauptgleichung kein ganzzahliges N, sondern 
A''= 10/3; daher können nicht Fünfecke, sondern nur Vier- und Dreiecke die 
Ebene lückenlos ausfüllen; als singulären Fall haben wir den Grenzfall, daß 
unser Polygon in eine begrenzte Gerade, »ein Zweieck«, sich zusammenzieht. 
Es ist also in diesem Falle die Ebene durch unbegrenzt dicht aneinander ge- 
lagerte gerade Linien ausgefüllt zu denken. Stellen wir die andern Möglichkeiten 
zusammen, so ergibt sich: 

« = 3, iV^=6 

n = 6j N = $. 

Während aus zahkeichen Gründen (welche besonders von der Physik und Chemie 
geliefert werden) die für Beweis i gemachten Annahmen wahrscheinlicher sind, 
als die für Beweis 2 vorausgesetzten, so erlaubt umgekehrt unser Satz selbst 
keinen Schluß, ob die Materie den Raum kontinuierlich oder diskontinuierlich 
erfüllt, sondern ist mit beiden Annahmen verträglich. 

§ 16. PrOfungsmethode der Symmetrie. Nunmehr können wir das eigent- 
liche Ziel, welches durch die Symmetrieuntersuchungen erreicht werden soll, 
bereits klar erkennen: Es wird sich darum handeln, die verschiedenen Arten 
anzugeben, wie die Gesamtheit der durch einen Punkt gehenden Richtungen 
im Bereiche von gleicher Beschaffenheit, d. h. in Fundamentalbereiche (§ 13), 
gruppiert werden kann. Symmetrieaxen dürfen hierbei nur in den Be- 
grenzungselementen, niemals im Innern der Fundamentalbereiche verlaufen, 
denn sonst würde sich der Widerspruch mit § 13 ergeben, daß auch im 
Innern eines einzelnen Bereichs die gleichwertigen Richtungen in mehr als 
einem Exemplar vorhanden sind. Sobald die Gestalt der Fundamental- 
bereiche ermittelt ist, kann in sehr einfacher Weise die Gesamtheit der 
Flächen ermittelt werden, welche mit einer gegebenen A gleichwertig sind. 
Denn wenn auf der Konstruktionskugel der zu A gehörige Flächenpol in 
den Fundamentalbereich fällt, so braucht man nur die mit A homologen 
Punkte sämtlicher anderer Fundamentalbereiche sich als Flächenpole vor- 
zustellen. Man bezeichnet die so zu erhaltende Gestalt, d, h. die aus einer 
einzigen Fläche durch die Anwendung der Symmetrieoperationen hervor- 
gehende Figur, als einfache Form. Daher könnenwir unser Hauptproblem 
auch so aussprechen: es wird sich darum handeln, die verschiedenen Typen 
von einfachen Formen kennen zu lernen. Als unwesentlich im Sinne dieses 
Prinzips erscheinen die dadurch bedingten Unterschiede, daß wir A an ver- 
schiedenen Stellen eines und desselben Fundamentalbereichs annehmen, 
zwei derartige Formen werden als »Formen übereinstimmender Symmetrie« 
zu bezeichnen sein. Werden hingegen umgekehrt aus einem festbleibenden 
Flächenpol durch Wechsel der Symmetrieelemente verschiedene Formen 
erzeugt, so wird von einem Unterschiede der für die Formen charakteristi- 
schen Symmetrie zu sprechen sein, und es gilt der wichtige Satz, daß an 
einer und derselben Substanz nur Formen, deren Symmetrie übereinstimmt, 
auftreten können. 
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§ 17- Einfache Formen und regelmäSige Körper. Die aus einem Aus- 
gangselement durch die Anwendung der Symmetrieoperationen hervor- 
gehende einfache Form (§ i6) nimmt in speziellen Fällen eine sehr leicht 
erkennbare Gestalt an, denn die bereits von den altgriechischen Geometern 
erkannten sogenannten Platonischen oder regelmäßigen Polyeder (d. h. 
Würfel, Tetraeder, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder) lassen in derselben 
Weise aus einer einzigen Ausgangsfläche sich erzeugen. Die beiden letzt- 
genannten derselben besitzen fünfzählige Syminetrieaxen und es kommt 
ihre Symmetrie daher bei Kristallen nicht vor, dagegen wird später das 
schon jetzt zu benutzende Prinzip strenge bewiesen werden, daß man die 
Symmetrie sämtlicher Kristallpolyeder kennt, sobald man die- 
jenige der andern regelmäßigen Körper untersucht hat. Imfolgen- 
den wird es sich zunächst darum handeln, die Kristallpolyeder so in Ab- 
teilungen einzuteilen, daß die zur gleichen Abteilung gehörigen in bezug 
auf Symmetrie übereinstimmen und diejenigen regelmäßigen Körper an- 
zugeben, welche die Symmetrie der betreffenden Abteilung besitzen. In- 
dessen repräsentieren nicht nur die eigentlichen regelmäßigen Körper, 
sondern auch die regelmäßigen Polygone brauchbare Symmetrieanordnungen 
(vgl. §9 und §12), daher fügen wir hinzu: Da Polygone existieren, welche 
in demselben Sinne »regelmäßig« sind wie die Platonischen Polyeder^ 
werden wir diese als »uneigentliche« (nämlich keinen wirklichen Raum 
umgrenzende) regelmäßige Körper bezeichnen und ebenso wie die eigent- 
lichen zur Veranschaulichung der Symmetrie komplizierterer Figuren benutzen. 

Als regelmäßig bezeichnet man ein Vieleck, in welchem die Seiten untereinander 
und die Zentriwinkel einander gleich sind, welche gleichviele Polygonseiten umspan- 
nen; man kann aber auch die Winkel durch die Verbindungslinien der Polygon- 
ecken ersetzen, in welchen die Schenkel der Winkel endigen und definieren: Sobald 
diese Verbindungslinien in einem Polygon, dessen Seiten gleich lang sind, unter- 
einander übereinstimmen, möge dasselbe »regelmäßig« heißen. Vorerst sprechen 
wir nur von ebenen regelmäßigen Polygonen, in § 35 wird jedoch diese Beschrän- 
kung aufgehoben werden. Alle «-Ecke haben n zweizählige und eine «-zählige 
Axe, letztere, die »Hauptaxe« stellen wir vertikal; die zweizähligen Axen be- 
wirken eine Vertauschung der Oberseite und Unterseite des «-Ecks, und zwar 
liegen dieselben verschieden, je nachdem « gerade oder ungerade ist. Im erste- 
ren Fall verbindet die Hälfte derselben gegenüberliegende Ecken, die andere 
Hälfte gegenüberliegende Kantenhalbierungspunkte (vgl. Fig. 5), im andern Fall 
geht jede zweizählige Axe durch eine Ecke und den gegenüberliegenden Kanten- 
halbierungspunkt. Ferner ist zu obigem Prinzip zu bemerken, daß nicht nur die 
Gesamtsymmetrie der regulären Körper zu verwerten sein wird, sondern auch 
jede zu selbständigen Polyedern Anlaß gebende Teilsymmetrie. Hierfür hatten 
wir bereits ein Beispiel; es lieferte nämlich das Quadrat verschiedene Polyeder, 
je nachdem wir die ürehungs- oder Gesamtsymmetrie desselben in Betracht zogen 
(vgl. § 9 und § 1 2). 

§ 18. Holoedrie und Meroedrie. In vielen Fällen ist es möglich die 
Symmetrie eines Kristallpolyeders der Gesamtsymmetrie eines regelmäßigen 
Körpers gleichzusetzen und außerdem auch einem Teil der Symmetrie eines 




der Kristalle. 



(ß. kann die Symmetrie des Dreiecks 

riM'tSSl^et werden, daher können alle Polyeder, 

'i&ii tt»BlSiti des Dreiecks ableitet, statt dessen 

f^'jl^Kftgfi^Krden. Wenn die Symmetrie zwischen 

JÜ^^t^^f^j^i^hsobjekt übereinstimmt, spricht man 

*cb^^Cs' M'i8tMriB^4i dagegen sobald das Vergleichsobjekt 
4Slffdjflil^ki«l9ila^^u prüfende, von einer meroedrischen 
^•ttSff^ 3St'J' - B^fff B ^Sfen wir, das tetragonale Trapezoeder 
':^aS|^,ittJD Br^ll^esamtsymmetrie, dagegen holoedrisch 
al^l ■< H^irV*'* W ^^ Quadrats. 



IT 9: 



B^^BlTSIb9lH3sytiflftm Sinne konnten bereits die regelmäDi- 

^«^BisS^^^B'Wff^l^S^'™^'^^''^^'?^^ bezeichnet werden. 




gehen jetzt zu dem Fall über, 
daß weder ein Raum, noch eine 
Fläche, sondern nur eine Linie von 
dem regelmäßigen Körper umgrenzt 
wird. Dieser Fall tritt ein, wenn 
wir die Eckenzahl der »-Ecke suc- 
cessive vermindern, also etwa nach- 
einander n den Werten 4, 3, 2, 
gleich setzen. Das Zweieck würde 
also aus der zwischen zwei Punk- 
ten {A und A'} sich erstreckenden 
Geraden bestehen. Im rein geo- 
metrischen Sinne besitzt nun eine 
soldie Gerade unendlich viele Sym- 
metrieelemente, nämlich die Rich- 
tung A, A' selbst ist eine >un- 
endlichzählige. Symmetrieaxe und 
außerdem die Mittelsenkrechte, 
welche auf AA' in einer beliebi- 
gen Ebene errichtet wird, zweizäh- 
lige Symmetrieaxe (Fig. 15). Die 

Sten Symmetriegruppe würde das gleich- 
3immter Flächen nach sich ziehen und 
l^eobachtungen im Widerspruch stehen. 
£^uf der Konstruktionskugel miteinander 
IfiWHetrie des Zweiecks diejenige auffassen, 
[:3£cch A und A' gehenden Kreisen gebil- 
it^ji Fig. 15 schraffiert und setzt sich aus 
;enzweieck zusammen, wir bezeichnen 
ihnehin unsere Betrachtungen meistens 
'^rei aufeinander senkrechten Richtungen 



.«. 
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a^ bj c kommt nun die Eigenschaft zu, daß Drehung um sie im Betrage 
von i8o° dieses Zweieck in Seine Anfangsstellung zurückführt. In der 
Tat ergibt sich auch, daß dieser Fall neu hinzukommt, wenn wir versuchen 
der Linie AA' selbst eine entsprechende Symmetrie zu verleihen, wie den 
eigentlichen «-Ecken. Denn wir finden den Satz, daß ein «-Eck eine «- 
zählige Hauptaxe und «-zweizählige Nebenaxen besitzt, nunmehr auch für 
das Zweieck erfüllt. In derselben Weise, wie wir im § 12 ein die Sym- 
metrie des Quadrats besitzendes Achteck dadurch erzeugten, daß wir je zwei 
aufeinander folgende Quadratecken durch eine in der Mitte geknickte Linie 
verbanden, können wir auch jetzt die Verbindungslinien AA und A'A 
durch kongruente in der Mitte geknickte Linien ersetzen und werden so 
einen Rhombus erhalten. Da somit auch der Rhombus zur Veranschau- 
lichung der Symmetrie der Zweiecksgruppe dienen kann, bezeichnet man 
dieselbe als »rhombisch«. Ein weiterer Fall entsteht, wenn wir wie vorher 
die Linie AA' als zweizählige Symmetrieaxe auffassen, aber keinerlei von 
ihr verschieden gerichtete Symmetrieaxen hinzunehmen, man bezeichnet 
ihn als monoklinen Fall; es läßt sich also das Zweieck nach rhombischer 
oder monokliner Art auffassen. 

2. Kapitel. 

Die holoedrischen Symmetriegruppen. 

§ 20. Vorläufiges über stereographische Projektion. Da wir bereits 
wiederholt mit Zeichnungen auf der Kugeloberfläche zu tun hatten, er- 
scheint ein Verfahren wünschenswert, letztere durch ebene Figuren dar- 
zustellen, was durch die stereographische Projektion in sehr vollkommener 
Weise erreicht wird. Dieselbe wenden wir in diesem Abschnitt folgender- 
maßen an: Einen Punkt P der abzubildenden Kugel geben wir 
durch denjenigen Punkt ihrer Äquatorialebene wieder, welcher 
auf der Verbindungslinie von P und dem Südpol der Kugel liegt. 
Es gilt folgender wichtige Satz, welcher jedoch erst später bewiesen wer- 
den kann (vgl. § 79): Durchläuft P einen Kreis auf der Kugel, so 
durchläuft sein Abbild ebenfalls einen Kreis (natürlich in der 
Äquatorebene). Einige spezielle Fälle des Satzes lassen sich direkt an- 
schaulich erkennen: erstens ändert sich der Äquatorkreis durch Vornahme 
dieser Projektion überhaupt nicht; zweitens geht jeder Meridian (d. h. jeder 
durch den Nord- und Südpol gelegte Großkreis) in eine den Kugelmittel- 
punkt treffende Gerade über, dieselbe erscheint im Sinne obigen Satzes 
als spezieller Fall eines Kreises. Denjenigen Kleinkreisen, welche geo- 
graphisch Breitenkreise wären, entspricht die Gesamtheit der in der Äquator- 
ebene konzentrisch den Kugelmittelpunkt umgebenden Kreise. Sehr 
kleine Breitenkreise werden, sofern sie dem Nordpol benachbart sind, durch 
sehr kleine und sehr naheliegende Kreise abgebildet, liegen aber die 
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Breitenkreise unweit des Südpols, so sind ihre Abbilder sehr groß und 
gehen, sofern die Breitenkreise in den Südpol selbst sich zusammenziehen, 
in das unendlich Feme der Projektionsebene über, so daß wir schließen: 
Das unendlich Ferne der Projektionsebene ist punktförmig und 
zwar als Bildpunkt des Südpols, der Mittelpunkt dagegen als Bildpunkt des 
Nordpols aufzufassen. Von den beiden Gebieten, in welche der Äquator 
die Projektionsebene teilt, entspricht das innere der oberen, das äußere der 
unteren Halbkugel. 

§2 1. Allgemeinste holoedrische Formen. Nunmehr wollen wir die- 
jenigen Formen aufsuchen, welche zu den regelmäßigen Körpern in holo- 
edrischer Beziehung stehen (§ i8) und zwar zunächst die allgemeinsten 
Formen. Daher werden wir die Flächenpole und Ecken der betreffenden 
regelmäßigen Körper auf die Kugel übertragen sowie auch die Kanten- 
halbierungspunkte (da auch letztere als Endpunkte von Symmetrieaxen fun- 
gieren können). Punkte der Kugeloberfläche, die weder in diesen speziellen 
Stellen noch auf den sie verbindenden Großkreisen angenommen werden 
(also im Innern der Fundamentalbereiche), führen zu den > allgemeinsten 
Formen«. Hierbei ist jedoch zu beachten, daß zwischen den regelmäßigen 
Körpern selbst meroedrische Beziehungen bestehen, welche der Leser eben- 
falls an den stereographischen Projektionen sich erläutern möge. 

Tetraeder ist meroedrisch zu Oktaeder, Dreieck meroedrisch zu Sechseck, 
Tetraeder und Oktaeder, ferner ist das Quadrat meroedrisch zu Oktaeder, 
während das Zweieck meroedrisch zu Quadrat, Tetraeder, Oktaeder ist. 
Um die hierdurch bedingte Vieldeutigkeit der Bezeichnungsweise einzu- 
schränken, mögen die azentrischen regelmäßigen Körper, also Tetraeder und 
Dreieck, nicht als selbständige > holoedrische«, sondern als meroedrische 
Fälle des Oktaeders resp. Sechsecks künftig aufgefaßt werden, femer soll 
das Oktaeder nur fiir diejenigen Fälle als Vergleichsobjekt benutzt werden, 
in welchen nicht bereits das Quadrat oder Zweieck genügen würde und 
das Viereck nur für die nicht bereits mittels des Zweiecks darstellbaren 
Symmetriebeziehungen. Als direckte Vergleichsobjekte werden wir daher 
die zentrischen regelmäßigen Körper Oktaeder, Sechseck, Quadrat, Zweieck 
benutzen und zu denselben die beiden singulären Fälle hinzunehmen, daß 
überhaupt kein weiteres Symmetrieelement existiert, als das Symmetrie- 
zentrum, sowie den, daß zur zentrischen Symmetrie noch eine einzige zwei- 
zählige Axe hinzukommt (§ 1 9). Diese sechs Fälle werden demnach als holo- 
edrisch im engeren Sinne bezeichnet. Die Fälle des Sechs-, Vier-, Zweiecks 
lassen sich gemeinsam behandeln, denn von jedem «-Eck leitet sich als 
allgemeinste Form eine solche Doppelpyramide ab, deren zur Hauptaxe 
senkrechte Mittelfigur ein 2 «-Eck ist (vgl. § 12). Der Symmetriegrad ist eben 
so groß wie die Flächenzahl dieser Doppelpyramide, nämlich 4«. In der Tat 
existieren in Analogie mit § 9^ in einander kongruent gleichwertige Bereiche, 
und nach § 11 kommen noch 2« ihnen spiegelbildlich gleichwertige hinzu. 
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Als Koordinatenaxen fassen wir stets die Eckendurchmesser des Okta- 
eders, Sechsecks, Vierecks auf, welches wir als Vergleichsfiguren benutzen, im 
rhombischen Fall aber die Symmetrieäxen des zugehörigen Kugelzweiecks 
(ä, 3, c in Fig. 15). In allen Fällen betrachten wir die Vertikalrichtung der 
horizontal zu stellenden /{-Ecke als letzte Koordinatenaxe. 

Nunmehr besprechen wir die zum Oktaeder gehörige allgemeinste ein- 
fache Form und haben daher auf einen nicht in den Ecken oder Seiten des 
schraffierten Dreiecks^5C(Nebenfigur auf Tafel I) gelegenen Flächenpol die 
Symmetrie des Oktaeders anzuwenden (vgl. für die untere Halbkugel auch 
Fig. 16). Die dadurch entstehende Form muß sich als Durchdringung dreier 
kongruenter Doppelpyramiden auffassen lassen, deren Axen mit den vier- 
zähligen Oktaederaxen übereinstimmen und deren Mittelfiguren die Gestalt 
der Fig. 7 haben. 





Fig. 16. 

Die Ecken und Flächenpole eines Oktaeders auf die Kugel 

übertragen, in stereographischer Projektion. 



Fig. 17. 

Spiegelung gleich Aufeinanderfolge von 
zweizähligcr Drehung und Inversion. 



§ 22, Symmetrieebenen. Als Symmetrieelemente hatten wir in § 10 
die Drehungen, die Inversion und die Aufeinanderfolge beider bezeichnet; 
natürlich ist der Inbegriff zweier Operationen geometrisch komplizierter als' 
eine analoge einzelne; daher ist der Satz von Wichtigkeit, daß die Auf- 
einanderfolge einer Drehung im Betrage von 180° und einer Inversion sich 
auf eine einzige Operation reduziert, nämlich auf eine Spiegelung; man kann 
also von Symmetrie in bezug auf eine Axe (= Drehung), eine Ebene 
(= Spiegelung] und einen Punkt (= Inversion) sprechen. Ist OA eine 
Richtung des Körpers, welche in ihre inverse OA* umgewandelt, darauf um 
die Axe ÖZ im Betrage 180° gedreht w^ird, und so in die Lage OB gelangt, 
so halbiert in der Tat die durch senkrecht zu 7" gelegte Ebene, deren 

Sommer feldt, Geometr. Kristallogr. 2 
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Spur OU sei, den Winkel AOB. Eine Spiegelung an dieser auf der 
Drehungsaxe senkrechten Ebene führt also OA direkt in OB über. Wenn 
ein Körper sowohl durch Inversion als auch durch Drehung im Betrage 
von i8o° in seine Anfangsstellung überführbar ist, so ergibt sich die 
Existenz einer Symmetrieebene als notwendige Folge und zwar stehen 
Symmetrieebene und -axe senkrecht aufeinander. Auch fiir vier- und 
sechszählige Axen gilt dieser Satz, da aber dreizählige Axen unter den 
Holoedrien nur in der regulären vorkommen, so folgt, daß in allen übrigen 
Fällen die auf einer Symmetrieaxe senkrechte Ebene eine Symmetrie- 
ebene ist, und daß unter den Holoedrien nur die reguläre eine ungleiche 
Anzahl von Symmetrieaxen und -ebenen hat. In der triklinen Holoedrie 
beträgt die Anzahl der Symmetrieebenen o, in der monoklinen i, in der 
rhombischen 3, in der tetragonalen 5, in der hexagonalen 7, in der regu- 
lären 9. 

§ 23. Gestalt der Fundamentalbereiche. Ebenso wie das Vorhandensein 
von Symmetrieaxen im Innern eines Fundamentalbereichs der Definition 
eines solchen widerspricht (§ 13), können auch Symmetrieebenen nur auf 
den Grenzen derselben liegen; durch diese Bedingung wird die Gestalt der 
Fundamentalbereiche in vier Holoedrien vollkommen festgelegt, während ihre 
Größe bereits durch eine einfache Abzahlung des Symmetriegrades erhalten 
werden kann. Für die zu den «-Ecken gehörigen Gruppen nimmt jeder 
Fundamentalbereich den 4«ten Teil der Kugel ein (§ 21). Da die Äquator- 
ebene als Symmetrieebene fungiert, kann man die Kugel zunächst nach 
dieser zerschneiden und hat jede Halbkugel in 4, 8, 12 Teile zu zerlegen, 
je nachdem rhombische, tetragonale oder hexagonale Holoedrie vorliegt. 
Daher ist das schraffierte Gebiet oder ein kongruentes nichtschraffiertes 
in den Nebenfiguren auf Tafel I, VI, XIII und XXV als Fundamental- 
bereich aufzufassen, so daß z. B. von den 16 Flächenpolen der dltetrago- 
nalen Doppelpyramide je einer in den 16 Fundamentalbereichen liegt. 
Ebenso wie bei den «-Ecken bezeichnen wir auch bei dem Oktaeder die 
Kantenzahl mit ;/ und ersehen, daß alsdann wiederum in die Drehungs-, 
4« die Gesamtsymmetrie des Oktaeders beträgt. Daher ist die obere Halb- 
kugel in 24 abwechselnd kongruente und spiegelbildliche Bereiche zu zerlegen, 
wenn die holoedrischen Fundamentalbereiche erhalten werden sollen. Eine 
solche Zerlegung wird aber gerade durch die Symmetrieebenen der Gruppe 
(deren es 9, nämlich nach % 22 eben so viele als geradzahlige Symmetrie- 
axen, gibt) bewirkt (Nebenfigur auf Tafel I). 

Die Fundamentalbereiche der triklinen Holoedrie erzeugt ein Schnitt 
durch die Konstruktionskugel längs eines beliebigen Großkreises; zerlegt 
man diese Halbkugeln in je zwei gleiche Kugelzweiecke, so erhält man die 
Fundamentalbereiche der monoklinen Holoedrie.^ Dieselben besitzen also 
in beiden Fällen »abänderbare« Grenzkreise, d. h. solche, welche nicht zu- 
gleich Symmetrieebenen sind. 



2. Kapitel: Die holoedrischen Symmetriegruppen. 



19 



§ 24« Die Gesamtheit der einfachen Formen. Während die bereits auf- 
gezählten allgemeinsten Formen den im Innern der Fundamentalbereiche 
liegenden Flächenpolen entsprachen, werden die speziellen erhalten, sobald 
die Randpunkte derselben als Flächenpole aufgefaßt werden. 

a) Trikline Holoedrie. In derselben ist der Grenzkreis des Funda- 
mentalbereichs willkürlich wählbar, daher ist eine Form, welche den auf ihm 
liegenden Punkten entspricht, durchaus nicht verschieden von einer, deren 
Flächenpole außerhalb dieses Kreises liegen, vielmehr ergibt sich stets ein 
Flächenpaar als einfache Form (Tafel XXXI). 

b) In der monoklinen Holoedrie werden durch Flächenpole, die auf 
dem Symmetriekreis oder einem Endpunkt der Symmetrieaxe angenom- 
men werden, spezielle Formen erlangt, und zwar geht die allgemeinste Form, 
das monokline Prisma*) in ein Flächenpaar über (Tafel XXVIII). Würde da- 
gegen auf dem durch die Symmetrieaxe hindurchgehenden Randkreise des 





Fig. 18. 

Fläcbensymmetrie einer Queriläche in der monoklinen 

Holoedrie. 



Fig. 19. 

Flächensymmetrie der Längsfläche in der mono- 
klinen Holoedrie. 



Fundamentalbereichs ein Flächenpol, etwa Z, angenommen, so wäre dadurch 
nur eine scheinbare Spezialisierung bewirkt, da ja diese Randkreise nicht 
Symmetrieebenen entsprechen und daher so verschoben werden können, daß L 
in das Innere des Fundamentalbereichs fällt. Beide Arten von Flächenpaaren 
sind zwar der äußeren Form nach identisch, aber doch wesentlich voneinander 
verschieden, denn es kann durch Verschiebung des Flächenpols auf dem Sym- 
metriekreis die Lage des dort tangierenden, des >Querflächenpaares«, variiert 
werden, während für das andere, das »Längsflächenpaar«, nur eine einzige 
Stellung existiert. Es gibt also unendlich viele Querflächenpaare, aber nur ein 
Längsflächenpaar. Ihre »Flächensymmetrie« ist eine total verschiedene; um 
dieselbe zu bestimmen konstruieren wir ein Linienbüschel innerhalb der Fläche 
und tragen von seinem Zentrum aus die Zahlwerte irgend einer Eigenschaft 
ab (Fig. 18 und 19); dadurch entsteht auf der Längsfläche eine Kurve, die bei 
Drehung im Betrage 180° in sich übergeht, hingegen auf einer Querfläche 
entsteht eine Kurve, welche sich in zwei spiegelbildliche Hälften zerlegen läßt, 
c) Die rhombische Holoedrie liefert zunächst drei Grenzformen, je 
nachdem man die Pole in den ersten, zweiten oder dritten Randkreis des 



*) Dasselbe kann als Flächenpaar gespiegelt an einer im allgemeinen schief zu ihm 
liegenden Ebene aufgefaßt werden. 
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Fundamentalbereichs fallen läßt und zwar entstehen Prismen, deren Quer- 
schnitt ein Rhombus ist. Verfügen wir über die Lage des beweglichen 
Flächenpols so, daß derselbe mit einer Ecke des Fundamentalbereichs zu- 
sammenfallty so entsteht ein Flächenpaar, das als Basis-, Quer- oder 
Längsflächenpaar bezeichnet wird, je nachdem die Flächenpole des Paares 
auf der ^-, ^-, ö-Axe liegen (Tafel XXV). 

d— e) Die Doppelpyramide der tetragonalen(Fig.9) und hexagonalen 
Holoedrie geht in ein Prisma oder in eine Doppelpyramide von spezieller 
Form über, je nachdem ihre Flächenpole in den horizontalen oder in einen 
der beiden andern Grenzkreise des Fundamentalbereichs hineinrücken. Es 
existieren Prismen mit ebensolchem zwölf- resp. achteckigem Querschnitt, 
wie die allgemeinsten Doppelpyramiden; die speziellen Doppelpyramiden 
jedoch haben ein Sechseck resp. Viereck zur Mittelfigur; man bezeichnet sie 
als Pyramiden erster oder zweiter Stellung je nachdem ihre Flächen- 
pole auf denjenigen Meridianen liegen, welche mitten zwischen zwei Koordi- 
natenaxen oder parallel einer derselben verlaufen. Fällt der Flächenpol in 
den Nord- oder Südpol der Kugel, so entsteht ein auf der Hauptaxe 
senkrechtes Flächenpaar als zugehörige Form, die als hexagonale resp. 
tetragonale Basis bezeichnet wird, während den andern Eckpunkten der 
Fundamentalbereiche Prismen erster oder Stellung entsprechen, je 
nachdem die Grenzialle der Pyramiden erster oder zweiter Stellung vorliegen. 

fj Eben so viele Typen spezieller Formen ergeben sich in der regu- 
lären Holoedrie, aber die Möglichkeit kongruente Formen von verschie- 
dener Stellung zu finden, besteht hier nicht. Diesem Umstände läuft 
derjenige parallel, daß im tetragonalen und hexagonalen Fall die Funda- 
mentalbereiche aus gleichschenkligen, im regulären dagegen aus ungleich- 
schenkligen sphärischen Dreiecken bestehen. Im regulären Fall sind sämt- 
liche einfache Formen allseitig begrenzt, während im tetragonalen und 
hexagonalen Fall z. B. die Basis eine offene Form war. Der 48-Flächner 
geht in eine von 24 Flächen begrenzte Form über, wenn der Flächenpol 
auf einen der Grenzkreise, aber nicht gerade in eine Ecke des Fundamental- 
bereichs rückt; die Ecken sind zu unterscheiden als solche, in denen vier 
(wie in A) oder sechs (wie in B) oder acht (wie in C) Fundamentalbereiche 
aneinander grenzen (Tafel I Nebenfig.). Je nachdem vier, sechs, acht Bereiche 
in einer Ecke zusammenstoßen, besitzt die Form, deren Flächenpol dort 
liegt, den vierten, sechsten oder achten Teil der Flächenzahl des 48-Flächners. 
Diese speziellen Formen heißen Rhombendodekaeder, Oktaeder, Würfel; es 
kann nur die Größe, nicht die Gestalt dieser Formen variiert werden. Da- 
gegen kann bei den 24-Flächnern die Gestalt stetig variiert werden, wenn 
man den Flächenpol innerhalb eines der Bogen BCj AB, CA verschiebt. 
Es gibt also unendlich viele Arten in diesen drei Formentypen, die 
man bezüglich als Ikositetraeder, Pyramidenoktaeder, Pyramidenwürfel be- 
zeichnet 
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Man beachte, daß die Überlegung, die wir soeben für die Flächenzahl an- 
stellten, verallgemeinert werden kann. Es ist stets die Flächenzahl einer spe- 
ziellen Form dem sovielten Teil der zugehörigen allgemeinsten gleich als die 
Anzahl der Fundamentalbereiche beträgt, die in einem Flächenpol der Form 
zusammenstoßen. Z. B. grenzen im Nordpol N der tetragonal eingeteilten Kugel 
acht Fundamentalbereiche aneinander, daher besagt unser Prinzip, daß die Fläche, 
deren Pol N ist, zu einer Form gehört, deren Flächenzahl */g von derjenigen 
der ditetragonalen Doppelpyramide beträgt. 

§ 25. Kaleidoskopische Erzeugung der Holoeder. Wie wir sahen (§ 22) 

sind die Grenzebenen der Fundamentalbereiche in vier Holoedrien sämtlich 
Symmetrieebenen; werden die Stücke, welche einen solchen umgrenzen, aus 
gut spiegelndem Material angefertigt, so glaubt man beim Hineinblicken in 
die von ihnen gebildete körperliche Ecke die Gesamtheit der Funda- 
mentalbereiche der betreffenden Gruppe vor sich zu sehen. Beim Hinein- 
gießen von Quecksilber in die körperliche Ecke werden durch Spiegelung 
alle mit der Oberfläche desselben in der betreffenden Holoedrie gleich- 
wertigen Flächen erzeugt, so daß man die Form so vor sich sieht, als ob 
dieselbe aus undurchsichtigem Material bestünde. Wenn man hingegen eine 
Fläche durch ihre Begrenzungskanten darstellt, erscheint sogar die Gesamt- 
heit der Kanten gleichwie wenn man ein Draht- oder Glasmodell der Form 
betrachten würde. Die Symmetrieebenen genügen dann bereits, um die 
holoedrischen Formen zu erzeugen, indessen gibt es noch weitere Gruppen, 
deren sämtliche Formen kaleidoskopisch erzeugbar sind (§ 47). 
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Die meroedrischen zentrischen Kristallgruppen. 

§ 26. Beziehungen zu den regelmäOigen Körpern. Es handelt sich jetzt 
darum, unter solchen Gruppen, welche zu den im vorigen Kapitel behan- 
delten in meroedrischer Beziehung stehen, die- 
jenigen aufzuzählen, welche ein Zentrum der 
Symmetrie besitzen und insofern den holoedri- 
schen nahe verwandt sind. Zur Aufsuchung der- 
selben beachten wir, daß sich durch Vereini- 
gung zweier kongruenter aber invers gestellter 
Dreiecke oder Tetraeder zentrische Polyeder 
gewinnen und diesen sich nach dem Prinzip 
des § 2\ und § 24 weitere Formen zuordnen Fig. 20. 

lassen. Beim einzelnen der Dreiecke resp. Tetra- Durchdringungsfigur von Tetraeder 

'- und Gegentetraeder. 

eder setzen wir nur Drehungssymmetrie voraus; 

wenn wir die Gesamtsymmetrie derselben annähmen, so würden wir nur zu 
den bereits erledigten Fällen zurückgelangen. Geometrisch drücken wir die 
Beschränkung auf Drehungssymmetrie dadurch aus, daß wir auf sämtliche 
Flächen des regelmäßigen Körpers Pfeile auftragen (vgl. Fig. 21), welche 





e der Kristall«. 

ein direktes und sein Gegentetraeder 
Feile bezeichnet sind. Man ersetze also 
durch 
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^JB^8^flA9tH't8l8l3lim einen (etwa rechten) Sinn, t 

'■^*'^'"*'*^**'^-@yrie des Tetraeders und Dreiecks. Die 
ifind Gegentetraeder zusammen ist offen- 
atlnen Tetraeders und betragt is. Weil 
|I;^i^(^$^^i^rdert wird, ist nach § lo der Grad der 
"""**' ""beträgt also 24; es liegt demnach eine 
'.und man pflegt sie als pentagonale 
>.'fi|Ü6ä'-JtJW^S liieren drei Symmetrieebenen, nämlich die 
^&^ B ffil^*?*^'* ff t'fift^^" ' w^l'^he beim Oktaeder, aber nicht zu- 
"TSpSi RÄ'^M-J (tö'y£^") Tetraeder Symmetrieebenen sind. — 
""" ^J<?^/"^*J^®G eines Dreiecks das Symmetriezentrum 
;t^i£C^S3£:c[^ei auf den zweizähligen Drciecksaxen senk- 
das dem soeben für das Tetraeder erhal- 
tene analoge Resultat: Die zentrierte 
Drehungsgruppe des Dreiecks besitzt 
diejenigen Synimetrieebencn, welche 
das Seckseck vor dem Dreieck vor- 
aus hat, aber nicht diejenigen des 
Dreiecks selbst. An einem aus Papier 
leicht zu schneidenden Modell kann 
man sich die Anordnung der Sym- 
metrieelemente dadurch klar machen, 
daD man auf einem z. B. dem nicht- 
schraffierten gleichseitigen Dreieck 
A'B'C Pfeile im Sinne des Uhrzeigers 
auf beiden Flächenseiten anbringt, auf 
einem zweiten z, B. dem schraffierten 
ABC Pfeile mit entgegengesetztem 
iBCke schneide man längs der Eckendurch- 
(^»de Dreiecke gemeinsam haben, auf; so- 
jiso ineinander, wie Fig. 21 zeigt. 
liruppe ist gleich der des Dreiecks, die 
.^^lc]|crpjoß, beträgt also 12. Es Hegt eine Hemi- 
'^Mc^v^* und man pflegt sie als rhomboedrische 
•»* - ■ -»^ 

■Ü»*^B§:i^eitung weiterer Meroedrien schalten wir 

"""'g^^gdic Anzahl der Symmetrieoperationen ein, 

^tügjigen Körper genügen. Dem Früheren zu- 

„i4»°Ä gleichwertiger Richtungen innerhalb einer 

_ _ !ä^E-g£onictrische Gestalt derselben eindeutig 
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bestimmt, vielmehr können wir z. B. mit einem Würfel entweder die Symmetrie 
der regulären Holoedrie oder der pentagonalen Hemiedrie verbinden oder 
auch die in Fig. 4 angedeutete bloße Drehungssymmetrie des Tetraeders 
(vgl. später). Zur Erzeugung der «-Ecke genügt schon die wiederholte 
Drehung um eine einzige Axe (und zwar muß die Ausgangskante 
im Betrage 360°/« gedreht werden). Das so entstandene w-Eck bezeichnen 
wir als >offenes«, im Gegensatz zu einem, welches solche Symmetrie- 
elemente besitzt, die senkrecht auf der Hauptaxe stehen. Die Fläche 
letzterer n-Eckc^ die wir da, wo eine Verwechslung zu befürchten wäre, als 
»geschlossene« «-Ecke bezeichnen, läßt sich als Grenzfall eines von zwei 
Membranen begrenzten Hohlraumes auffassen; wenn hingegen nur Sym- 
metrieelemente, die der Hauptaxe parallel laufen, 
vorhanden sind, ergibt sich ein solches «-Eck als A 

derjenige Grenzfall, in welchem bei einer einzigen, / 

glockenförmigen Membran die Krümmung ver- 

schwindet (Fig. 22 und 23). Mit den geschlossenen 
«-Ecken besitzen die Doppelpyramiden, mit offenen 
dagegen auch offene Pyramiden — d. h. «-flächige 
regelmäßige Ecken — gleiche Symmetrie. Da wir zu- ^'^S- 22. 

..«.«. *o M. * ^ t^«< 1 r^ Geschlossenes »-Eck als Grenz- 

nachst die em Symmetriezentrum besitzenden Grup- f^ii einer Membran. 

pen aufzählen wollten, haben wir zu fragen: Was (Schnitt n der Hauptaxe.) 
wird aus der Symmetrie der offenen «-Ecke, 

wenn wir zu derselben noch das Zentrum der Symmetrie hinzu- 
nehmen? oder geometrisch ausgedrückt, wenn wir auf ein mit dem offenen 
«-Eck starr verbundenes Flächenpaar alle Deckbewegungen desselben an- 
wenden. Die dadurch erreichbaren Fälle wollen wir kurz als diejenigen der 
zentrierten «-Ecke bezeichnen. Die allgemeinste Form dieser Gruppen wird 
2« Flächen besitzen, da Drehungen im Betrage 360°/« aus der Ausgangs- 
fläche sowie aus deren Gegenfläche je « — i neue 
erzeugen. Wenn « gerade ist, bilden diese 2« / 

Flächen eine Doppelpyramide, deren Mittelfigur ■ 

ein regelmäßiges, ebenes «-Eck ist. Diese Doppel- 

Pyramiden besitzen — wie alle allgemeinsten 

Formen — keinerlei Flächensymmetrie*) und unter- \ 

scheiden sich dadurch von den kongruenten holo- 

FifiT 2 "X 

edrischen (§ 24). Wenn hingegen « ungerade ist, offenes «-Eck ^is orenzfaii einer 
entsteht keine Doppelpyramide, sondern eine solche Membran. 

1-^ r « . r . n.. « . r^ i i* (Schnitt II der Hauptaxe.) 

Durchdrmgungsngur zweier «-flächiger Ecken, die 

ein 2 «-Eck als Mittelfigur besitzt. Der horizontale Mittelschnitt enthält aber 
im Gegensatz zu den Doppelpyramiden keine Begrenzungskante dieser 
Figuren in sich; bezeichnen wir die nicht durch die Hauptaxe gehenden 
Begrenzungskanten als »Randkanten«, so verlaufen diese hier schräge. Der 

♦} Vgl. die Erklärungen zu den Tafeln am Schluß dieses Buches. 
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einzige kristallographisch brauchbare Fall (§ 15) unter diesen ist « = 3; 
und die zugehörige Durchdringungsform zweier regelmäßig dreiflächiger 
Ecken heißt Rhomboeder (Tafel XIX). Je nachdem n gleich 6, 4 oder 3 ist, 
bezeichnet man diese Gruppen als pyramidale Hemiedrie des hexagonalen 
resp. tetragonalen Systems oder als hexagonal-rhomboedrisch-tetartoedrische 
Gruppe. — Nunmehr behandeln wir diese Gruppen, sowie vorher noch die- 
jenigen des vorigen Paragraphen im einzelnen. 

§ 29. Reguläre pentagonale Hemiedrie (= zentrierte [Drehungs-JGruppe des 
Tetraeders). Die Formen dieser Gruppe entstehen, wenn auf ein Flächen- 
paar die 12 Deckbewegungen D^ — D^^ des Tetraeders angewandt werden; 
demnach besitzt die Gruppe 24 Symmetrieoperationen; 12 derselben sind 
durch D^—D^^ charakterisiert, die 12 anderen durch [DJ]^ — [DJ]^^ (unter 
J die Inversion verstanden). Besitzt die Ausgangsfläche allgemeinste Lage, 
so entsteht aus ihr ein 24-Flächner, welcher als Dyakisdodekaeder bezeichnet 
wird; wenn die Ausgangsfläche dieselbe Lage wie diejenige eines Pyramiden- 
würfels der regulären Holoedrie besitzt, so entsteht aus ihr der als »Pen- 
tagondodekaeder« bezeichnete Halbflächner des Pyramidenwürfels (dasselbe 
unterscheidet sich von dem regelmäßigen Dodekaeder dadurch, daß seine 
Begrenzungsflächen nicht regelmäßige Fünfecke sind, sondern nur durch 
einen Eckendurchmesser in zwei spiegelbildliche Hälften zerlegt werden). 
Die übrigen Formen der Gruppe stimmen ihrem äußeren Umriß nach mit 
holoedrischen überein (Tafel II). Je ein Fundamentalbereich der Gruppe 
setzt sich aus zwei solchen holoedrischen zusammen, welche in einem zur 
Rhombendodekaederfläche parallelen Bogen aneinander grenzen. 

§ 30. Hexagonale rhomboedrische Hemiedrie (= zentrierte Dreiecksgruppe). 
Die Formen entstehen, wenn auf ein Flächenpaar die Drehungen des Dreiecks 
angewandt werden; diese sechs Symmetrieoperationen besitzen dem- 
nach die Eigenschaft, nicht nur die Formen als Ganzes in sich, sondern 
auch jede Fläche in eine ihr kongruent gleichwertige überzuführen. Die 
sechs weiteren Symmetrieoperationen D^J — D^J hingegen (unter J die 
Inversion verstanden) vertauschen jede Fläche mit einer ihr invers gleich- 
wertigen. Die allgemeinste Form besteht demnach aus 12 Flächen und 
heißt hexagonales Skalenoeder; nur sie und die aus ihnen beim Hinein- 
rücken der Flächenpole in die vertikalen Symmetrieebenen entstehenden 
Formen (sogenannte Rhomboeder), unterscheiden sich von den entsprechen- 
den holoedrischen schon der äußeren Kontur nach (Tafel XVIII). Je ein 
Fundamentalbereich der Gruppe zerfällt in zwei holoedrische, wenn er in 
einer solchen holoedrischen Symmetrieebene durschnitten wird, welche nicht 
zugleich in der Gruppe dieses Paragraphen Symmetrieebene ist 

§ 31. Hexagonale pyramidale Hemiedrie (= zentrierte Gruppe des offenen 
Sechsecks). Die Formen der Gruppe entstehen, wenn auf ein Flächenpaar 
Drehungen um eine Axe mit der Periode 6 angewandt werden; außer 
den sechs Drehungen D^ — D^ (die identische Drehung mit inbegriffen) umfaßt 



3> Kapitel : Die meroedrischeii zentrischen Kristallgnippen. 2 K 

somit die Gruppe noch die sechs weiteren Symmetrieoperationen Z^^ ^ — D^ y 
(wo y die Inversion bedeutet). Erstere 6 sind direkte, letztere 6 dagegen 
inverse Operationen. Aus der Ausgangsfläche gehen im allgemeinsten Fall 
Pyramiden mit 6 oberen und 6 unteren Flächen hervor, welche sich von eben- 
solchen holoedrischen Formen, die wir in Stellungen von zweierlei Typus 
kennen lernten (vgl. § 24 e), wiederum durch mangelnde Flächensymmetrie 
unterscheiden; außerdem existiert jedoch noch eine andere »dritte« Art von 
Doppelpyramiden. Da nämlich horizontale Symmetrieaxen fehlen, können 
an hierher gehörigen Kombinationen horizontale Mittelfiguren existieren, 
welche sich aus mehreren konzentrischen Sechsecken in willkürlicher Lage 
zusammensetzen, d. h. derart, daß beliebig viele Zwischenstellungen zwischen 
den der Holoedrie entsprechenden Pyramiden 
erster und zweiter Stellung eingenommen wer- 
den; hingegen gehören in der Holoedrie zu 
diesen Zwischenlagen dihexagonale Doppelpyra- 
miden. Dem Fehlen vertikaler Symmetrie- 
ebenen und horizontaler Symmetrieaxen ent- 
sprechend kann hier unter der Gesamtheit der 
hexagonalen Doppelpyramiden eine beliebige 
als eine solche von erster resp. zweiter Stellung 
aufgefaßt werden. Je ein Fundamentalbereich 
setzt sich aus zwei in Meridianen aneinander gren- Fig. 24. 

zenden holoedrischen zusammen (vgl. Tafel XV, '"'Z^,:^^^JZir^ 
WO Fig. 2 und 3 die Fundamentalbereiche, Fig. i 
die Gesamtheit der Formen verdeutlicht). 

§ 32. Tetragonale pyramidale Hemiedrie (= zentrierte Gruppe des offenen 
Quadrats). Die Gruppe besitzt acht Symmetrieoperationen; vier derselben 
sind Drehungen (und zwar im Betrage 90° resp. ganzzahliger Vielfacher hier^ 
von), die anderen vier entstehen aus je einer der vier ersten durch darauf- 
folgende Inversion. Die Betrachtungen ergeben sich im übrigen Wort für 
Wort aus denen des vorigen Paragraphen, wenn vier an Stelle der dortigen 
sechs gesetzt wird. Fig. 24 veranschaulicht das Auftreten von Pyramiden 
3. Art, die Fundamentalbereiche und die einfachen Formen zeigt Tafel VIII. 

§ 33. Hexagonale rhomboedrische Tefartoedrie (= zentrierte Gruppe des 
offenen Dreiecks). Die Formen der Gruppe entstehen, wenn ein Flächen- 
paar um eine festbleibende Achse wiederholt im Betrage 120° gedreht wird. 
Die allgemeinste Form ist demnach ein Rhomboeder, auf dessen Flächen 
jedoch nicht wie im § 30 Symmetrieebenen senkrecht stehen, unter der 
Gesamtheit der jetzigen ist ein »Grundrhomboeder« willkürlich wählbar. Je 
nachdem beim Durchschneiden von Rhomboedern längs der Äquatorebene ein 
Sechseck entsteht, welches dem ebenso aus dem Grundrhomboeder erzeugten 
gleichgerichtet, um 30° oder um einen andern Winkel gedreht ist, spricht man 
von Rhomboedern der ersten, zweiten oder dritten Art (Tafel XIX). 
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4. Kapitel. 

Die azentrischen nicht gewendeten Kristallformen. 

§ 34. Unterscheidung gewendeter und nicht gewendeter Formen. Die 

azentrischen typischen Krystallformen zerfallen in zwei Hauptklassen, zur 
einen gehören diejenigen, welche mit ihrem Spiegelbild auf keinerlei Weise 
durch Bewegung zur Deckung gebracht werden können, zur andern die- 
jenigen, bei welchen Kongruenz zwischen den direkten Formen und ihren 
Spiegelbildern besteht. Insgesamt haben wir danach drei Hauptklassen von 
Polyedern: Die zentrischen (Kapitel 3) ändern bei der Inversion weder Form 
noch Lage, die azentrischen nicht gewendeten (Kapitel 4) ihre Lage aber 
nicht ihre Form, die azentrischen gewendeten (Kapitel 5) dagegen ändern 
Lage und Form zugleich. Die azentrischen gewendeten Polyeder können 
also auf keinerlei Weise durch Inversion und nachfolgende Drehung, oder 
durch Spiegelung und nachfolgende Drehung in ihre Anfangslage zurück- 
gelangen. Löst man ein reguläres Oktaeder in Tetraeder und Gegentetra- 
eder auf, so sind diese Formen azentrisch aber nicht gewendet, denn das 
reguläre Tetraeder ist mit seinem inversen deckbar; löst man dagegen eine 
rhombische Doppelpyramide in ein (nicht reguläres) Tetraeder und Gegen- 
tetraeder auf, so sind beide Tetraeder azentrisch und zugleich gewendet, 
indem durch eine reine Inversion aber durch keine Drehung das eine in das 
andere überführbar ist. Da demnach die azentrischen gewendeten Formen 
nur durch Drehungen in sich übergeführt werden, können wir dieselben 
als reine Drehungsgruppen bezeichnen. Dagegen bedingte im Kapitel 3 
das Zusammenbestehen der zentrischen mit n Operationen der Drehungs- 
symmetrie von selbst die Existenz von n — i Operationen der zusammen- 
gesetzten Symmetrie (d. h. von solchen, die sich weder auf die Identität, 
noch die bloße Inversion, noch auf eine Drehung reduzieren). Wohl aber 
kann ein Teil dieser n — i Operationen sich auf Spiegelungen zurückfuhren 
lassen (vgl. § 22), Daher werden wir in diesem Kapitel die noch fehlenden 
Gruppen, welche Spiegelungen und sonstige Operationen der zusammen- 
gesetzten Symmetrie enthalten, zu behandeln haben, im nächsten aber die 
Gruppen der reinen Drehungssymmetrie. Da sämtliche regelmäßige Körper 
sich kaleidoskopisch erzeugen lassen (§ 25), so werden die Fälle, für welche 
die reine Spiegelung genügt, in dieses Kapitel gehören, sie werden gebildet 
von der Gesamtsymmetrie des Tetraeders, Dreiecks und der offenen «-Ecke, 
weitere Fälle ergeben sich durch die Berücksichtigung zweier regelmäßiger 
Körper, die bisher außer Betracht bleiben konnten, im folgenden Para- 
graphen aber behandelt werden sollen. 

§ 35- Abgeänderte regelmäßige if-Ecke. Es ließen sich die regelmäßigen 
«-Ecke dadurch erzeugen, daß mit einer Sehne des Aquatorialkreises 
wiederholte Drehungen im Betrage des Winkels, welchen die Sehne über- 
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spannt, vorgenommen wurden. Als Verallgemeinerungen derselben konnten 
dadurch, daß ihre Kanten in der Mitte mit einem Knick behaftet wurden, 
2 «-Ecke abgeleitet werden (vgl. Fig. 7), die aber nicht mehr regelmäßig 
im früheren Sinn sind. Dagegen läßt sich die »Regelmäßigkeit« des § 17 
aufrecht erhalten, wenn man darauf verzichtet, daß das Vieleck ein ebenes 
bleiben soll. Eine gerade Anzahl von gleichlangen Strecken läßt sich näm- 
lich so anordnen, daß die Verbindungslinien des An- 
fangspunktes der einen mit dem Endpunkt der nächst- 
folgenden einander gleich sind, ohne daß darum das 
entstehende Vieleck ein ebenes zu sein braucht. Viel- 
mehr kann die eine Hälfte der Ecken auf einem 
Kleinkreis der oberen, die andere Hälfte auf einem 
ihm kongruenten der unteren Halbkugel liegen; beträgt 
z. B. die gegebene Seiten- und Punktzahl 6, so sind 
zwei Fälle möglich: Liegen i, 3, 5 auf einem horizon- 
talen gleichseitigen Dreieck der unteren Halbkugel, so 
kann das ihm kongruente gleichseitige Dreieck der 
Punkte 2, 4, 6 entweder die Antipodenpunkte von 
I, 3, 5 zu Ecken haben, oder die Spiegelbilder zu 
I, 3, 5 in bezug auf die Äquatorebene der Kugel (Fig. 26 a^ 6], Im ersteren 
Fall sprechen wir von einem sphenoidischen, im andern von einem trigono- 




Fig. 25. 

Sphenoidisches Quadrat. 







c d 

Fig. 26. 
a Sphenoidcs Sechseck, b^ r, d Trigonotypcs Sechseck. 



typen Sechseck. Im Falle w = 4 ergibt sich nur eine Punktanordnung, 
indem i und 3 als diametrale Punkte eines Breitenkreises der oberen Halb- 
kugel aufzufassen sind, während 2 und 4 zu den Halbierungspunkten der 
Bogen 13, 31 symmetrisch in bezug auf die Äquatorialebene liegen (Fig. 25). 
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Andere Punktzahlen würden dem § 15 widersprechen, indessen müssen die 
drei gewonnenen Fälle noch genauer diskutiert werden. 

aj Sphenoidisches Quadrat. Dasselbe kann außer in der angege- 
benen Art auch mittels zweier aufeinander senkrechter Spiegel aus einer 
Ausgangskante kaleidoskopisch erzeugt werden, deren Endpunkte von der 
Schnittkante der Spiegel gleiche Abstände besitzen, daher hat es zwei ver- 
tikale Symmetrieebenen und außerdem drei zweizählige Symmetrieaxen. 
Eine derselben 00' ist Schnittkante der beiden Symmetrieebenen, die bei- 
den andern liegen in der horizontalen mittleren Durchschnittsfigur und ver- 
binden gegenüberliegende Kantenhalbierungspunkte (Fig. 25). 

b) Das sphenoidische Sechseck. Ebenso wie zwei aufeinander senk- 
rechte Spiegel ein ebenes oder sphenoidisches Quadrat liefern, je nachdem 
die Ausgangslinie zur Schnittkante der Spiegel senkrecht oder schräg Hegt, 
entsteht analog ein ebenes resp. sphenoidisches Sechseck, wenn die Spiegel 
einen Winkel von 60® miteinander bilden (Fig. iS). Die Randkanten der 
Rhomboeder und Skalenoeder umgrenzen ein sphenoidisches Seckseck und 
in der Tat ist die Gesamtsymmetrie dieses regelmäßigen Körpers keine 
andere als diejenige der rhomboedrischen Hemiedrie; daher kann dieses 
Polygon hier überhaupt außer Betracht bleiben. Beim Quadrat liegen die 
Verhältnisse anders; eine Gruppe von der Gesamtsymmetrie des sphenoidi- 
schen Quadrats läßt sich nicht in einer analogen Weise erhalten, wie die 
rhomboedrische in § 30 erzeugt wurde. Noch anschaulicher ist es, die Auf- 
einanderfolge einer Drehung und Spiegelung einzuführen, statt sie einzeln 
aufzuzählen. Zu diesem Zweck sei die Mittelfigur konstruiert gedacht. Von 
einer Ecke i ausgehend würden wir (Fig. 2t a) durch Drehung von 60° um die 
Hauptaxe allein das Spiegelbild einer andern, etwa von 2 erreichen können; 
lassen wir aber auf diese Drehung sogleich eine Spiegelung an der Äquator- 
ebene folgen, so führt eine solche Drehspiegelung von i nach 2. Durch 
nochmalige gleiche Drehspiegelung gelangt i aus seiner jetzigen Anfangs- 
stellung 2 nach einer dritten Ecke des sphenoidischen «-Ecks usw. Es ist 
deshalb zweckmäßig die Aufeinanderfolge einer Drehung und Spiegelung 
an einer zur Drehungsaxe senkrechten Ebene als eine einzige Operation 
aufzufassen, weil alsdann die Seiten des sphenoidischen ;z-Ecks sich 
in genau derselben Weise durch Wiederholung einer einzigen Operation er- 
zeugen lassen, wie die Seiten der gewöhnlichen «-Ecke durch wiederholte 
Drehung. Auch die Seiten des letzten abgeänderten «-Ecks können durch 
Wiederholung einer einzigen Operation aus einer Seite erzeugt werden. Das 
sphenoidische Quadrat besitzt eine vierzählige, das sphenoidische Sechseck 
eine sechszählige Drehspiegelungsaxe. Für die späteren Entwicklungen 
ist zu beachten, daß beim sphenoidischen Quadrat die Gesamtsymmetrie 
durch die Drehspiegelungsaxe noch nicht erschöpft ist, sondern zum 
Unterschiede von derselben als »Ursprungssymmetrie« bezeichnet wer- 
den kann. 
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c) Trigonotypes Sechseck. Die sechs Ecken desselben liegen so, 
daß sich ein regelmäßig dreiseitiges Prisma durch sie konstruieren läßt, im 
Gegensatz zu sämtlichen früheren Fällen durchkreuzen sich die Polygon- 
seiten und umwinden insgesamt zweimal die Hauptaxe (vgl. Fig. 26 d). 
Man erhält ein Gebilde von gleicher Symmetrie, wenn man in die sechs 
Punkte zwei gleichseitige Dreiecke einträgt (Fig. 2t c) und zwar besteht die 
Symmetrie des trigonotypen Sechsecks aus einer dreizähligen Hauptaxe und 
einer auf ihr senkrechten Spiegelungsebene. 

§ 36. Zusammenstellung der Fälle. Nunmehr lassen sich die zehn über- 
haupt möglichen Gruppen der azentrischen nicht gewendeten Kristallformen 
klar erkennen. Je ein Fall wird durch die Gesamtsymmetrie von Tetraeder 
und Dreieck, 3 — 6 durch die eines offenen 6-, 4-, 3-, 2 -Ecks geliefert, 
7 und 8 durch die Gesamtsymmetrie von trigonotypem Sechseck resp. sphe- 
noidischem Quadrat, 9 durch die axiale Symmetrie des letzteren geliefert, 
als IG wird der singulare Fall, daß nur eine einzige Symmetrieebene für 
sich allein vorkommt, hier aufzuführen sein, da derselbe bei den Gruppen 
der Drehungssymmetrie nicht mehr untergebracht werden könnte. 

§ 37. Monokline Hemiedrie (= Fall der einzelnen Spiegelung). Sym- 
metriegrad 2. Durch die Symmetrieebene, in welcher die Koordinatenaxen 
ö, c willkürlich wählbar sind, wird die Konstruktionskugel in zwei als Fun- 
damentalbereiche aufzufassende Halbkugeln zerlegt. Flächenpolen, die auf 
diesem Schnittkreis angenommen werden, entspricht nur die Einzelfläche 
als einfache Form, den übrigen dagegen ein Keil, dessen Schneide in der 
tf-r-Ebene liegt; er kann in ein der Symmetrieebene paralleles Flächenpaar 
sowie in eine auf ihr senkrechte Einzelfläche übergehen (Tafel XXX). 

§ 38. Rhombische Hemimorphie (== Gesamtgruppe des offenen Zweiecks). 
Die zu den offenen «-Ecken gehörigen allgemeinsten Formen erlangt man 
aus den zugehörigen holoedrischen dadurch, daß man letztere längs der 
horizontalen Mittelebene zerschneidet, wodurch zwei korrelate obere und 
untere Hälften entstehen. Dementsprechend besitzt die rhombische Hemi- 
morphie eine zweizählige Symmetrieaxe und zwei durch sie hindurch- 
gehende Symmetrieebenen. Fundamentalbereiche sind die vier Kugelzwei- 
ecke, welche durch den Schnitt der Symmetrieebenen entstehen. Einem 
Punkt des Inneren entspricht die als obere resp. untere rhombische Pyra- 
mide bezeichnete einfache F*orm. Der vertikalen Stellung der Ausgangs- 
fläche entspricht ein Vertikalprisma, dem Parallelismus der Ausgangsfläche 
mit einer der beiden andern Axen hingegen eine nur aus zwei Flächen 
bestehende Form. Wird die Ausgangsfläche zwei Axen zugleich parallel, 
so entsteht ein Flächenpaar oder eine Einzelfläche (obere resp. untere Basis) 
als zugehörige Form, je nachdem die Ausgangsfläche hierbei in vertikaler 
oder horizontaler Stellung sich befindet (Tafel XXVI). 

§ 39. Hexagonale trigonotype Tetartomorphie (= Gesamtgruppe des oflenen 
Dreiecks). Die allgemeinste Form der Gruppe entsteht, wenn eine mit 
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dem gleichseitigen Dreieck starr verbundene Ausgangsfläche den gesamten 
Symmetrieoperationen unterliegt, welche die obere Flächenseite des Dreiecks 
in die Anfangsstellung zurückführen. Diese allgemeinste Form besteht daher 
aus sechs durch einen gemeinsamen Punkt der Hauptaxe gehenden Flächen 
und liefert senkrecht zur Hauptaxe durchschnitten ein Sechseck, dessen 
Seiten und dessen abwechselnde Winkel einander gleich sind. Fundamental- 
bereich: Ein Kugelzweieck, das den sechsten Teil der Kugeloberfläche um- 
faßt und dessen Begrenzungskreise von zwei Symmetrieebenen gebildet 
werden, deren es drei sich unter gleichen Winkeln in der Hauptaxe 
schneidende gibt. Spezielle Formen sind trigonale Pyramiden und Prismen 
sowie obere resp. untere Basis (Tafel XXI). 

§ ^o. Tetragonale Hemimorphie (= Gesamtgruppe des offenen Quadrats}. 
Symmetriegrad gleich 8. Die obere Hälfte der ditrigonalen Doppelpyramide 
ist allgemeinste Form und heißt ditetragonale (Hemi-)Pyramide, spezielle 
Formen sind ditetragonale Prismen, tetragonale Prismen (von zweierlei Art), 
tetragonale Pyramiden (und von zweierlei Art), obere resp. unter^ Basis. 
Fundamentalbereich: Ein den achten Teil der Gesamtkugel bedeckendes 
und von zwei Symmetrieebenen begrenztes Kugelzweieck (Tafel VII). 

§ 41. Hexagonale Hemimorphie (= Gesamtgruppe des offenen Sechsecks). 
Allgemeinste Form ist die obere Hälfte der dihexagonalen Doppelpyramide, 
sie heißt dihexagonale (Hemi-)Pyramide und kann in analoger Weise aus 
einer mit dem regelmäßigen Sechseck starr verbundenen Ausgangsfläche 
erzeugt werden, wie die Formen der beiden vorigen Paragraphen aus dem 
Dreieck resp. Quadrat. Spezielle Formen: Hexagonale Pyramiden (von 
zweierlei Art), dihexagonale Prismen, hexagonales Prisma (von zweierlei Art), 
obere resp. untere Basis. Symmetriegrad gleich 12 (Tafel XIV). 

§ 42. Hexagonale trigonotype Hemiedrie (= Gesamtgruppe des Dreiecks). 

Die allgemeinste Form der Gruppe entsteht, wenn eine mit dem gleichseitigen 
Dreieck starr verbundene Fläche allgemeinster Lage den gesamten Sym- 
metrieoperationen unterworfen wird, welche das Dreieck in sich überführen, 
und heißt ditrigonale Doppelpyramide. Die Mittelfigur derselben ist iden- 
tisch mit dem auf Tafel XXI gezeichneten Querschnitt der entsprechenden 
offenen Form (§ 39), spezielle Formen der Gruppe sind: trigonale und hexa- 
gonale Doppelpyramiden und ditrigonale Prismen, trigonale und hexagonale 
Prismen, ein Basisflächenpaar (Tafel XX). Fundamentalbereich: Ein den 
zwölften Teil der Gesamtkugel bedeckendes und von drei Symmetrieebenen 
begrenztes sphärisches Dreieck. Symmetriegrad gleich 12. 

§ 43. Reguläre tetraedrisclie Hemiedrie (= Gesamtgruppe des Tetraeders) . 
Werden die gesamten Symmetrieoperationen, welche ein Tetraeder in sich über- 
führen, auf eine mit demselben starr verbundene Ausgangsfläche angewandt, 
so entsteht bei allgemeinster Lage derselben die als »Hexakistetraeder« 
bezeichnete allgemeinste Form der Gruppe; andernfalls können sich sechs 
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Typen spezieller Formen ergeben und zwar: Triakistetraeder, Pyramiden- 
würfel und »Deltoiddodekaeder« (benannt nach der Deltoidform ihrer Be- 
grenzungsflächen), ferner: je ein Rhombendodekaeder, Würfel, Tetraeder. 
Fundamentalbereich: Ein den vierundzwanzigsten Teil der Kugel überdecken- 
des und von drei Symmetrieebenen begrenztes sphärisches Dreieck. Sym- 
metriegrad gleich 24 (Tafel IV). 

§ 44. Hexagonale trigonotype Tetartoedrie (= Gruppe des trigonotypen 
Sechsecks). Symmetrie: Eine dreizählige Symmetrieaxe, eine auf ihr 
senkrechte Symmetrieebene (nach § 35 gleich der Gesamtsymmetrie des 
trigonotypen Sechsecks). Die Gruppe ist sehr analog den pyramidalen 
Hemiedrien der §§ 29 — 33, unterscheidet sich aber von denselben durch den 
Fortfall des Symmetriezentrums. Allgemeinste Form ist eine trigonale 
Doppelpyramide, der je nach Wahl des Koordinatensystems erste, zweite 
oder dritte Stellung verliehen werden kann. Spezielle Formen: Trigonale 
Prismen (in vertikalen Stellungen von dreierlei Typus), Basisflächenpaar. 
Symmetriegrad gleich 6. Fundamentalbereich: Ein sphärisches Dreieck, 
dessen eine Ecke im N- resp. S-Pol der Kugel liegt und dessen Basis den 
dritten Teil des Äquators einnimmt (Tafel XXII). 

§ 45. Tetragonale $phenoidi8che Tetartoedrie (= Ursprungsgruppe des 
sphenoidischen Quadrats). Symmetrie: Eine vierzählige Drehspiegelungs- 
axe, Grad der Gruppe gleich 4. Allgemeinste Form: Ein tetragonales 
Doppelsphenoid. Dasselbe kann ähnlich einer tetragonalen Doppelpyramide 
aus einem Quadrat als Mittelfigur erzeugt werden; legt man nämlich durch 
das eine Paar von gegenüberliegenden Quadratseiten zwei gegen die Quadrat- 
ebene gleich geneigte Flächen, durch das andere Quadratseitenpaar aber 
Flächen, die ebenfalls unter dem gleichen Winkel aber im entgegengesetz- 
ten Sinne gegen die Quadratebene geneigt sind, so durchdringen sich 
diese Keile ([Mono-]Sphenoide) in einem sphenoidischen Quadrat, dessen 
Kanten als Randkanten des Doppelsphenoids aufgefaßt werden können. Da 
Monosphenoide als Formen des tetragonalen Systems nicht vorkommen, ist 
auch die häuflg gebrauchte kürzere Bezeichnung »tetragonales Sphenoid« 
hinreichend deutlich. Die Stellung dieser Formen zum Koordinatensystem 
kann von dreierlei Typus sein, ebenso diejenige der tetragonalen Prismen, 
welche spezielle Fälle dieser Bisphenoide sind. Die einzige weitere spezielle 
Form ist ein Basisflächenpaar. Fundamentalbereich : Ein Kugelzweieck, dessen 
Ecken vom N- und S-Pol gebildet werden und dessen Inhalt ein Viertel der 
Gesamtkugel bedeckt (Tafel XII). 

§ 46. Tetragonale sphenoidische Hemiedrie (= Gesamtgruppe des sphe- 
noidischen Quadrats). Symmetrie: Eine vierzählige Drehspiegelungs- und 
zwei zweizählige Drehungsaxen, welche aufeinander und auf der vier- 
zähligen senkrecht stehen, zwei Symmetrieebenen, welche durch die vier- 
zählige Axe gehen und die zwischen den zweizähligen liegenden Winkel 
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halbieren. Nach § 35 stimmt die Symmetrie des sphenoidischen Quadrats 
mit dieser überein; die allgemeinste Form wird ähnlich wie eine Doppel- 
pyramide der Holoedrie dadurch erzeugt, daß zwei vom Mittelpunkt des 
sphenoidischen Quadrats gleich weit entfernt Hegende Punkte der Haupt- 
axe mit den Kanten desselben verbunden werden; so entstehen acht 
Flächen, welche ein sogenanntes tetragonales Skalenoeder bilden und sich 
bei den acht Symmetrieoperationen des sphenoidischen Quadrats gerade 
vertauschen. Spezielle Formen sind: Tetragonale Doppelsphenoide, tetra- 
gonale Pyramiden, ditetragonale Prismen mit vertikaler Flächenstellung, tetra- 
gonale Prismen von zweierlei Stellung, ein Basisflächenpaar. Symmetriegrad 
gleich 8. Fundamentalbereich: Ein Kugelstück, welches den zweifachen 
holoedrischen umgrenzt und das eine Symmetrieebene sowie die nächst- 
liegende zweizählige Axe auf seinem Rande enthält, folglich den achten Teil 
der Kugel ausfüllt (Tafel XI). 

§ 47. Kaleidoskopische Beziehungen. Nach § 25 lassen die zu eigentlich 
regelmäßigen Körpern gehörigen Gruppen sich kaleidoskopisch erzeugen; 
dasselbe ist für die Formen der tetraedrischen Hemiedrie des regu- 
lären und der trigonotypen des hexagonalen Systems der Fall, ferner 
aber auch mit den als Hemimorphien (resp. Tetartomorphien) bezeich- 
neten Gruppen dieses Kapitels, sowie natürlich auch mit der Gruppe einer 
einzigen Spiegelung (= monokline Hemiedrie). Bei den drei übrigen Grup- 
pen dieses Kapitels läßt das kaleidoskopische Verfahren die allgemeinste 
Form nur aus mehr als einer Fläche erzeugen, es müssen nämlich das 
tetragonale Skalenoeder und das betreffende Doppelsphenoid aus zwei Aus- 
gangsflächen sich kaleidoskopisch erzeugen lassen, die Doppelpyramide 
der trigonalen Tetartoedrie aber aus drei Ausgangsflächen. In den elf 
Gruppen des nächsten Kapitels läßt sich die allgemeinste Form nicht ein- 
mal teilweise kaleidoskopisch erzeugen. Vgl. die Tabelle in § 60. 



5. Kapitel. 

Die azentrischen gewendeten Formen« 

§ 48. Beziehung zu den zentrischen Fällen. Jeder der 1 1 Gruppen des 
Kapitels 2 und 3 entspricht eine zweite durch den gleichen regelmäßigen 
Körper zu veranschaulichende, welche sich von jener dadurch unterscheidet, 
daß nicht die gesamten Symmetrieoperatipnen, sondern nur die Drehungen, 
welche den regelmäßigen Körper in sich überführen, mit der Ausgangs- 
fläche vorgenommen werden sollen. Daher besitzen diese Gruppen den 
halben Symmetriegrad der zugehörigen zentrischen und sind insofern 
einfacher als jene; dafür ist aber die Formenmannigfaltigkeit eine größere 
als bei den zentrischen; den 11 Fällen des Kapitels 2 und 3 lassen sich die 
jetzigen 11 folgendermaßen gegenüberstellen: 



I 
I 
I 
I 

I 
I 
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I 
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a) Gesamtsymmetrie von i. Oktaeder, 2. Sechseck, 3. Viereck, 4. Zweieck, 
5. — 7. offenem Sechseck, Viereck, Dreieck, 8. monoklinem Fall, 9. triklinem 
Fall, 10. — II. zwei invers markierten Tetraedern und Dreiecken. 

b) Drehungssymmetrie von i. Oktaeder, 2. Sechseck, 3. Viereck, 4. Zwei- 
eck, 5. — 7. offenem Sechseck, Viereck, Dreieck, 8. monoklinem Fall, 9. trikli- 
nem Fall, 10. Tetraeder, 11. Dreieck. 

§ 49. Trikline Hemiedrie (= asymmetrische Gruppe). Jede einzelne 
Fläche ist als eine besondere einfache Form zu betrachten, da keine Sym- 
metrieoperation (außer der Identität) existiert und somit der Symmetrie- 
grad I (= Va ^^s holoedrischen) beträgt. Fundamentalbereich ist die 
gesamte Kugeloberfläche. 

§ 50. Monokline Hemimorphie (= Gruppe der zweizähligen Drehung). 
Dieselbe entsteht aus der monoTclinen Holoedrie bei Fortfall des Symmetrie- 
zentrums, da man nach § 22^ um dasselbe zu beseitigen, gleichzeitig die 
Symmetrieebene fortlassen muß ; Symmetriegrad 2 (= 7a des holoedrischen). 
Fundamentalbereich: Eine Halbkugel, deren Begrenzungsebene dieDrehungs- 
axe 6 in sich enthält. Allgemeinste Form: Jeder von zwei Flächen, die 
sich bei der Deckbewegung um 6 vertauschen, gebildete Keil (»Sphenoid« 
oder zum Unterschied des in § 45 behandelten »Monosphenoidt). Spezielle 
Formen: Eine Einzelfläche oder ein Flächenpaar (Pinakoid), je nachdem die 
Ausgangsfläche senkrecht auf der Symmetrieaxe steht, oder ihr parallel 
läuft. Demnach existieren zwei Einzelflächen (rechte und linke Fläche), aber 
unendlich viele Flächenpaare. Die allgemeinsten Formen sind als rechte 
und linke Sphenoide zu unterscheiden (Tafel XXIX). 

§ 51. Rhombische Hemiedrie (= Drehungsgruppe des Zweiecks). Aus 
der rhombischen Holoedrie durch Fortlassung des Symmetriezentrums er- 
zeugbar; Symmetriegrad 4 (= 7» des holoedrischen), die drei nichtidenti- 
schen Deckbewegungen erfolgen um drei aufeinander senkrechte Richtungen 
rt, 6, c (Fig. 15) im Betrage 180° Fundamentalbereich: Ein Kugelzweieck, 
das die Endpunkte einer Symmetrieaxe als Ecken, je einen Endpunkt der 
anderen auf seinen Grenzkreisen enthält, also den vierten Teil der Kugel 
bedeckt. Daher besitzt die allgemeinste Form vier Flächen und kann als 
ein Doppelkeil (rhombisches Doppelsphenoid) aufgefaßt werden; je zwei 
korrekte Doppelsphenoide (d. h. rechtes nebst linkem) bilden eine der 
rhombischen Doppelpyramide kongruente Kombination. Je nachdem der 
erzeugende Flächenpol in eine der drei Symmetrieaxen oder in eine Ver- 
bindungsebene zweier derselben rückt, entsteht ein Flächenpaar (= Pinakoid) 
oder ein Prisma (= Säule resp. Doma) als spezielle Form (vgl. Tafel XXVII). 

§ 52. Tetragonale trapezoedrische Hemiedrie (= Drehungsgruppe des 

Vierecks). Dieselbe entsteht aus der tetragonalen Holoedrie durch Fortlassung 
des Symmetriezentrums und besitzt daher sämtliche 8 Deckbewegungen des 
Quadrats. Der Symmetriegrad ist demnach gleich 8 (= Ya des holoedri- 
schen), als Fundamentalbereich fungiert ein von zwei angrenzenden holo- 

Sommerfeldt, Geometr. Kristnllogr. ^ 
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edrischen Fundamentalbereichen gemeinsam bedeckter Kugeloktant. Die 
allgemeinste Form besteht aus einem bereits in § lo behandelten tetra- 
gonalen Trapezoeder (= doppelter vierflächiger Ecke). Spezielle Formen 
entstehen, wenn a) der erzeugende Flächenpol in eine Ecke oder b) in eine 
Seite des holoedrischen Fundamentalbereichs rückt. Je nachdem im Falle 
a) ein vierzähliger oder einer der beiden zweizähligen Symmetriepole vor- 
liegt, entsteht ein Flächenpaar (= tetr. Basis) oder ein Prisma (= tetr. 
Prisma i. resp. 2. Art); je nachdem im Falle b) eine Grenzebene vorliegt, 
welche zur vierzähligen Axe parallel oder senkrecht verläuft, entsteht eine 
Doppelpyramide (= tetr. Doppelpyramide i. resp. 2. Art) oder ein Prisma 
(= ditetr. Prisma). (Tafel X.) 

§ 53. Hexagonale trapezoedrische Hemiedrie (= Drehungsgruppe des 

Sechsecks). Aus der hexagonalen Holoedrie durch Wegfall des Symmetrie- 
zentrums erzeugbar. Symmetriegrad und Flächenzahl der allgemeinsten Form 
gleich 12. Letztere heißt hexagonales Trapezoeder (rechtes resp. linkes). 
Sämtliche Betrachtungen des vorigen Paragraphen und Bezeichnungen der spe- 
ziellen Formen lassen sich auf diesen Paragraphen übertragen (vgl. Tafel XVTI). 

§ 54. Reguläre plagiedrische Hemiedrie (= Drehungsgruppe des Okta- 
eders). Aus der regulären Holoedrie durch Wegfall des Symmetriezentrums, 
aber Aufrechterhaltung der vollen Drehungssymmetrie erzeugbar. Sym- 
metriegrad und Flächenzahl der allgemeinsten Form 24. Spezielle Formen 
entstehen, wenn der erzeugende Flächenpol auf den Rand eines holo- 
edrischen Fundamentalbereichs rückt (von denen der hemiedrische wie 
früher zwei angrenzende umfaßt). Die speziellen Formen sind sämtlich den 
zugehörigen holoedrischen kongruent, die allgemeinsten dagegen heißen 
Pentagonikositetraeder (rechte resp. linke). (Tafel IIL) 

§ 55. Hexagonale Ogdoedrie (= Ursprungsgruppe des Dreiecks, oder drei- 
zählige Drehungsgruppe). Die Drehungen, welche ein gleichseitiges Dreieck 
in sich überführen ohne seine Flächenseiten zu vertauschen, erzeugen 
ein Halbrhomboeder (trigonale [Mono-]Pyramide) als allgemeinste Form 
dieser Gruppe, deren Symmetriegrad 3 beträgt; sie ist hemiedrisch durch 
alleinige Fortlassung des Symmetriezentrums aus der rhomboedrischen 
Tetartoedrie erzeugbar. Daher setzt sich ihr Fundamentalbereich aus zwei 
angrenzenden der letzteren Gruppe zusammen. Wenn der erzeugende 
Flächenpol auf der oberen Halbkugel liegt, wird die zugehörige Form von 
derjenigen Hälfte der tetartoedrischen Form gebildet, welche die obere 
Halbkugel berührt, wobei die tetartoedrischen Prismen als Grenzfalle von 
Halbrhomboedern aufzufassen sind, und daher in dreiflächige Prismen über- 
gehen. Demnach ergeben sich die Formen der Tafel XXIII. 

§ 56. Tetragonale hemimorphe Tetartoedrie (= Ursprungsgruppe des 

Vierecks oder vierzählige Drehungsgruppe). Alle Formen entsprechen den 
Flächenpolen der oberen Hälfte der tetragonal pyramidal hemiedrischen, 
während der Fundamentalbereich aus einem angrenzenden oberen und un- 
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teren dieser Gruppe sich zusammensetzt und demnach den vierten Teil der 
Kugel bedeckt. Bezeichnungen und sonstige Betrachtungen analog dem 
vorigen Paragraphen. Symmetriegrad 4 (vgl. Tafel IX). 

§ 57. Hexagonale hemimorphe Tetartoedrie (= Ursprungsgruppe des 

Sechsecks oder auch sechszählige Drehungsgruppe). Alle Formen entspre- 
chen den Flächenpolen der oberen Hälfte der hexagonal pyramidal homo- 
edrischen, während der Fundamentalbereich aus einem angrenzenden oberen 
und unteren dieser Gruppe sich zusammensetzt und demnach den sechsten 
Teil der Kugel bedeckt. Symmetriegrad 6. Bezeichnungen und sonstige 
Betrachtungen analog den beiden vorigen Paragraphen (vgl. Tafel XVI). 

§ 58. Reguläre Tetartoedrie (= Drehungsgruppe des Tetraeders). Die 
Drehungen, welche ein Tetraeder in sich überführen, bringen auch das zu 
ihm invers gestellte in die Anfangsstellung zurück, daher können wir nach 
Belieben diese Gruppe (und ebenso die im folgenden Paragraphen behandelte 
Dreiecksgruppe) denen der §§ 51 — 54 oder aber denen der §§ 55 — 57 
analog setzen. Im ersteren Fall fassen wir Tetraeder und Dreieck als selb- 
ständige regelmäßige Körper auf, im zweiten erblicken wir eine Analogie 
darin, daß die offenen regelmäßigen Polygone und auch Tetraeder resp. 
Dreieck als die des Symmetriezentrums beraubten hemiedrischen Fälle an- 
derer symmetrischer Konfigurationen betrachtet werden können, nämlich 
von Tetraeder + Gegentetraeder resp. Dreieck + Gegendreieck (wobei die 
Gegenkörper entgegengesetzt zu bezeichnen sind). Der regulären Tetarto- 
edrie kommen demnach die zwölf Deckbewegungen, welche ein regelmäßiges 
Tetraeder in sich überführen, zu; d. h. je zwei nichtidentische Drehungen 
um die dreizähligen, je eine um die zweizähligen Axen des Tetraeders. Da 
vier dreizählige, drei zweizählige Symmetrieaxen im Tetraeder existieren, 
beträgt in der Tat die Anzahl der nichtidentischen elf. Demnach besitzt 
die allgemeinste Form zwölf Flächen, sie heißt »tetraedrisches Pentagon- 
dodekaeder«. Der Fundamentalbereich setzt sich aus zwei längs einer Sym- 
metrieebene der pentagonalen Hemiedrie zusammenstoßenden Fundamental- 
bereichen dieser Gruppe zusammen. Wenn der erzeugende Flächenpol in 
einer solchen Ebene liegt, überträgt sich die Form aus der genannten 
Hemiedrie in die jetzige Gruppe, sonst löst sich jene in zwei korrelate Formen 
auf. Die Bezeichnung und Art des Entsprechens der speziellen Formen 
geht aus der folgenden Tabelle und Tafel V hervor. 

Pentagonale Hemiedrie: Tetartoedrie: 

Ikositetraeder Zwei Triakistetraeder 

Triakisoktaeder Zwei Deltoiddodekaeder 

Oktaeder Zwei Tetraeder 

Pentagondodekaeder Pentagondodekaeder 



Rhombendodekaeder Rhombendodekaeder 

Würfel Würfel. 



3* 
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§ 59. Hexagonale trapezoedrische Tetartoedrie (= Drehungsgruppe des 

Dreiecks). Die Gruppe besitzt die sechs Drehungen der rhomboedrischen 
Hemiedrie und entseht aus ihr durch Fortfall des Symmetriezentrums. Die 
sechs Fundamentalbereiche setzen sich je aus zwei längs einer Symmetrie- 
ebene dieser Hemiedrie aneinander grenzenden Fundamentalbereichen der- 
selben zusammen. In die jetzige Tetartoedrie übertragen sich daher 
diejenigen Formen, deren Flächenpole in den Symmetrieebenen dieser 
Hemiedrie liegen, die allgemeinen lösen sich in zwei korrelate Formen auf; 
die Bezeichnung und das Entsprechen dieser Formen drückt folgende 
Tabelle und Tafel XXIV aus. 

Rhomboedrische Hemiedrie: Trapezoedrische Tetartoedrie: 

Skalenoeder Zwei trigonale Trapezoeder 

Pyramide 2. Art Zwei trigonale Doppelpyramiden 

2. Art 

Rhomboeder i. Art Rhomboeder i. Art 

Dihexagonales Prisma Zwei ditrigonale Prismen 2. Art 

Hexagonales Prisma 2. Art Zwei trigonale Prismen 2. Art 

Hexagonales Prisma i. Art Hexagonales Prisma i. Art 

Hexagonale Basis. Basis. 

§ 60. Gruppenbegriff und Zusammenstellung der Symmetriefälle. Ist die 

Anzahl 5 der Symmetrieoperationen einer Kristallklasse vollständig ermittelt, 
so muß jede Aufeinanderfolge zweier zu 5 gehöriger Operationen 
mit einer einzigen in der Menge 5 enthaltenen Operation gleich- 
bedeutend sein; diese Bedingung bezeichnet man als Gruppeneigen- 
schaft der Menge 5. Daß dieselbe erfüllt und somit die Bezeichnung 
unserer 32 Abteilungen als »Gruppen« wirklich berechtigt ist, geht aus den 
Definitionen (§ 7 und § 22) von Gleichwertigkeit und Symmetrie hervor; 
man kann nun umgekehrt die Beschreibung der Symmetrieelemente dadurch 
abkürzen, daß man nicht sämtliche angibt, sondern nur einen solchen Teil, 
welcher durch Kombinieren der in ihm enthaltenen Operationen die fehlen- 
den zu erzeugen gestattet. Diese Abkürzung kann für dieselbe Gruppe auf 
verschiedene Weise erfolgen; in Tabelle b ist ein solches System von »erzeu- 
genden Operationen« angegeben, nachdem in Tabelle a. dargestellt ist, 
daß die regelmäßigen Körper zur Erläuterung der Vereinigungsart von 
Symmetrieelementen genügen. Tabelle a. umfaßt nur 28 Gruppen, da in 
dem asymmetrischen Fall sowie in der triklinen Holoedrie und in den bei- 
den monoklinen Meroedrieen keine derartige Vereinigung stattfindet, son- 
dern die drei letzten Fälle nur je eine nichtidentische Symmetrieoperation 
besitzen. 
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Tabelle a. 
Symmetriegruppen und regelmäßige Körper. 



Haapttypns fUr die 

Verbindung der 
Symmetrieelemente 



Symmetrie nach Axen, 

Ebenen nnd Zentrum 

vorhanden 



Symmetrie nach Axen 

vorh., n. Ebenen und 

Zentrum fehlend 



Symmetrie nach Axen 

u. Ebenen zugl.vorb., 

n. Zentrum fehlend 



Vergleichs- 
körper 



Eigentliche Tegel- j 
maß. Körper \ 

Regelm. «-Ecke 
(Typus d. Doppel- 
pyramiden) 

Offene regelmäß. 

«-Ecke 
(Typus offener 

Pyramiden) 



Abgeänd. regel- 
mäß. «-Ecke 



{ 



Reg. Holoedrie 
» pent. Hern. 
Hex. Holoedrie 
Tetr. » 
Hex. rhomb. Hern. 
Rhomb. Hol. 

Hex. pyr. Hern. 

Tet. » » 

Hex. rhomb. Tet. 
Mon. Hol. 



Reg. plag. Hem. 
» Tetartoedr. 

Tra- I hex. Hem. 
pezo- ' tet. » 

edr. ) hex. Tet. 

Rhomb. Hem. 
/Hex. hemimorphe 
\Tetartoedrie 
/Tetr. hemimor. 
\Tetartoedrie 

Hex. Ogdoedrie 

Mon. Hemimor. 

Tetr. sphen. Tet. 



Reg. tetr. Hem. 



Hex. trig. Hem. 

/Hex. Hemi- 
\ morphie 
/Tet. Hemi- 
\ morphie 
Hex. Tetartomor. 

Tet. sphen. Hem. 
Hex. trig. Tet. 



Oktaeder 
Tetraeder 
6-Eck 

4- > 

3- > 

2- » 

6- » off. 

4- » » 



3- 

2- 

4- 
6- 



» » 
» sphen. 
» trigon. 



Tabelle b. 



Erzeugende S3rmmetrieoperationen. 
Beguläres System (= Typus des Würfels). 

1 . Holoedrie (= Gesamtgruppe des Oktaeders). Zwei dreizählige Axen des 
Oktaeders resp. Würfels, nebst Zentrum der Symmetrie. 

2. Plagiedrische Hemiedrie (= Drehungsgruppe des Oktaeders). Zwei vier- 
zählige Axen des Oktaeders resp. Würfels. 

3. Tetraedrische Hemiedrie (= Gesamtgruppe des Tetraeders). Zwei drei- 
zählige Axen nebst einer Symmetrieebene des Tetraeders. 

4. Pentagonale Hemiedrie (= zentrische Drehungsgruppe des Tetraeders). 
Zwei dreizählige Axen des Tetraeders nebst Zentrum der Symmetrie. 

5. Tetartoedrie (= Drehungsgruppe des Tetraeders). Zwei zweizählige 
Axen des Tetraeders. 

Hexagonales System (= Typus des Sechsecks). 
a. Durch die Symmetrie eines Dreiecks nicht erzeugbare Fälle. 

6. Holoedrie (= Gesamtgruppe des Sechsecks). Die sechszählige und eine 
zweizählige Axe des Sechsecks nebst Zentrum der Symmetrie. 

7. Trapezoedrische Hemiedrie (= Drehungsgruppe des Sechsecks). Die 
sechszählige und eine zweizählige Axe des Sechsecks. 

8. Hemimorphie (= Gesamtgruppe des offenen Sechsecks). Eine Ebene 
und die sechszählige Axe der Symmetrie eines Sechsecks. 
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9. Pyramidale Hemiedrie (= zentrische Gruppe des offenen Sechsecks). Die 
sechszählige Axe eines Sechsecks nebst dem Zentrum der Symmetrie. 

10. Tetartomorphie mit Sechsecktypus (= Drehungsgruppe des offenen 
Sechsecks). Die sechszählige Axe des Sechsecks. 

b. Durch die Symmetrie eines Dreiecks bereits erzeugbare Fälle. 

1 1. Rhomboedrische Hemiedrie (= zentrische Drehungsgruppe des Dreiecks). 
Eine zweizählige nebst der dreizähligen Axe eines Dreiecks und dem 
Zentrum der Symmetrie. 

12. Trapezoedrische Tetartoedrie {= Drehungsgruppe des Dreiecks). Eine 
zweizählige nebst der dreizähligen Axe eines Dreiecks. 

13. Trigonotype Tetartomorphie (= Gesammtgruppe des offenen Dreiecks). 
Eine Ebene und die dreizählige Axe der Symmetrie eines Dreiecks. 

1 4. Rhomboedrische Tetartoedrie (= zentrische Drehungsgruppe des Dreiecks). 
Die dreizählige Axe des Dreiecks nebst dem Zentrum der Symmetrie. 

15. Ogdoedrie (= Drehungsgruppe des off. Dreiecks). Die 3-zählige Axe. 

16. Trigonotype Hemiedrie (= Gesamtgruppe des Dreiecks). Eine zwei- 
zählige und die dreizählige Axe eines Dreiecks, nebst der auf letzterer 
senkrechten Symmetrieebene. 

17. Trigonotype Tetartoedrie (= Gruppe des trigonotypen Sechsecks). Eine 
dreizählige Axe und auf ihr senkrechte Ebene der Symmetrie. 

Tetragonales System* 

1 8. Holoedrie (= Gesamtgruppe des Quadrats). Die vierzählige, eine zwei- 
zählige Axe des Quadrats nebst Zentrum der Symmetrie. 

19. Trapezoedrische Hemiedrie (= Drehungssymmetrie des Quadrats). Die 
vierzählige, eine zweizählige Axe des Quadrats. 

20. Hemimorphie (= Gesamtgruppe des offenen Quadrats). Die vierzählige 
Axe, eine vertikale Ebene der Symmetrie des Quadrats. 

2 1 . Pyramidale Hemiedrie (= zentrische Gruppe des offenen Quadrats). Die 
vierzählige Axe eines Quadrats nebst dem Zentrum. 

22. Tetartomorphie (= Drehungsgruppe des offenen Quadrats). Die vier- 
zählige Axe eines Quadrats. 

23. Sphenoidische Hemiedrie (= Gesamtgruppe des sphenoidischen Quadrats). 
Eine Axe der zweizähligen Drehung, und diejenige der vierzähligen Dreh- 
spiegelung (§ 35) eines Quadrats. 

24. Sphenoidische Tetartoedrie (= axiale Gruppe des sphenoidischen Qua- 
drats). Axe der vierzähligen Drehspiegelung (§ 35) eines Quadrats. 

Bhombisohea System (= Typus des Zweiecks). 

25. Holoedrie (= Gesamtgruppe des Zweiecks). Zwei zweizählige Axen des 
Zweiecks nebst dem Zentrum der Symmetrie. 

26. Hemiedrie (= Drehungsgruppe des Zweiecks). Zwei zweizählige Axen 
des Zweiecks. 
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27. Hemimorphie (= Gesamtgruppe des offenen Zweiecks). Eine zwei- 
zählige Axe nebst einer ihr parallelen Ebene der Symmetrie eines 
Zweiecks. 

Monoklines System 
(= singulare Fälle mit orientierten Symmetrieelementen). 

28. Holoedrie: Eine Symmetrieebene (oder eine zweizählige Axe) nebst Zen- 
trum der Symmetrie. 

29. Hemimorphie: Eine zweizählige Symmetrieaxe. 

30. Heniiedrie: Eine Symmetrieebene. 

Triklines System 

(= singulare Fälle ohne orientierte Symmetrieelemente). 

31. Holoedrie: Zentrum der Symmetrie. 

32. Hemiedrie: Symmetrielose Gruppe. 



Im Anschluß hieran ordnen wir die Kristallgruppen auch bezüglich der 
kaleidoskopischen Erzeugbarkeit (§25und47), indem wir zugleich ihre von 
manchen Kristallographen bevorzugte Benennung nach der allgemeinsten 
Form beifügen: 

a« Bein kaleidoskopische Gruppen. 



' I. Reguläre Holoedrie 

2. -Reguläre tetraedr. Hemiedrie 

3. Tetragonale Holoedrie 

4. Tetragonale Hemimorphie 

5. Hexagonale Holoedrie 

6. Hexagonale Hemimorphie 

7. Hexag. trigonot. Hemiedrie 

8. Hexag. trigonot. Tetartomorphie 
Q. Rhombische Holoedrie 

10. Rhombische Hemimorphie 

11. Monokline Hemiedrie 



Hexakisoktaedrische Gruppe. 
Hexakistetraedrische Gr. 
Ditetragonal-bipyramidale Gr. 
Ditetragonal-pyramidale Gr. 
Dihexagonale bipyramidale Gr. 
Dihexagonale pyramidale Gr. 
Ditrigonal-bipyramidale Gr. 
Ditrigonal-pyramidale Gr. 
Bipyramidale Gr. 
Pyramidale Gr. 
Domatische Gr. 



b. Partiell kaleidoskopische Oruppen. 



1. Reguläre pentagonale Hemiedrie 

2. Tetragon. pyramid. Hemiedrie 

3. Tetragon. s^henoid. Hemiedrie 

4. Tetragon. sphenoid. Tetartocdrie 

5. Hexagon. pyramid. Hemiedrie 

6. Hexag. rhomboedr. Hemiedrie 

7. Hexag. trigonotype Tetartocdrie 

8. Monokline Holoedrie 



Dyakisdodekaedrische Gr. 
Tetraedrisch-bipyramidale Gr. 
Tetraedrisch-skalenoedrische Gr. 
Tetraedrisch-bisphenoidische Gr. 
Hexagonal-bipyramidale Gr. 
Ditrigonal-skalenoedrische Gr. 
Trigonal-bipyramidale Gr. 
Prismatische Gr. 
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c. Vichtkaleidoskopische Gruppen. 



1. Reguläre plagiedr. Hemiedrie 

2. Reguläre Tctartoedrie 

3. Tetrag.hemimorpheTetartocdiie 

4. Tetrag. trapczoedr, Hemiedrie 

5. Hexag. trapezoedr. Hemiedrie 

6. Hexag. rhomboedr. Tetartoedrie 

7. Hexagonale Ogdoedrie 

8- Hexag. trapezoedr. Tetartoedrie 
9. Rhombische Hemiedrie 

10. Monokline Hemimorphie 

11. Trikline Holoedrie 

12. Trikline Hemiedrie 

13. Hexag. hemimorphe Tetartoedrie 



Pentagonikositetraedrische Gr. 
Tetraedriscb-pentagondodekaedr. Gr. 
Tetragonal-pyiamidale Gr. 
Tetragonal-trapezoedrische Gr. 
Hexagonal-trapezoedrische Gr. 
Trigonal-rhomboedrische Gr. 
Trigonal-pyramidale Gr. 
Trigonal-trapezoedrische Gr. 
Bisphenoidische Gr. 
Sphenoidische Gr. 
Pinakoidale Gr. 
Asymmetrische Gr. 
Hexagonal-pyramidale Gr. 



IL Abschnitt. 

Die Kristallformenreihe. 

6. Kapitel, 

Zonengesetz. 
§ 61. Das Zonengesetz auf ein Tetraeder bezogen. Betrachten wir (Fig. 30) 

bei einem der Allgemeinheit wegen als unsymmetrisch vorausgesetzten 
Kristallpolyeder vier Flächen, welche ein dort schraffiertes Tetraeder bilden, 
so zeigt die Erfahrung, daO auch das umbeschriebene Parallelepiped an 
Kristallen der gleichen Substanz vorkommen kann, dessen Flächenpaare je 
zweien gegenüberli^enden Tetraederkanten zugleich parallel sind. Diese 
drei Flächenpaare (z. B. die Ebene Paß nebst ihrer Gegeniläche ABy in 
Fig. 30) nennen wir »zonal deduziert« aus den Tetraederflächen. Häufig 
treten diese »Hexaidflächen«*) sogar an dem gleichen Exemplar neben 
den Tetraederflächen auf; um auch diesen Fall zur Anschauung zu bringen, 
müßte eine Parallelverschiebung mit den Hexaidflächen vorgenommen wer- 
den (Fig. 27). Jedem Paar von Gegenkanten des Tetraeders (etwa OP 
und AB) läßt sich demnach ein Flächenpaar, welches beiden Kanten 
zugleich parallel liegt, zuordnen. Im allgemeinen sind nicht nur die drei 



*) Hezaid gebrauchen wir als kürzere Bezeichnung für »Parallelepipedc. Das zonal ans 
einem Tetraeder OABG deduzierte Hexaid ist streng zu unterscheiden von demjenigen am- 
beschriebenen (Fig. 27 a], dessen Flächenpaare je einer Tetraederfläche parallel laufen. Um aus 
diesem — dem »inzidenten Hexaid« — das deduzierte zu gewinnen, hat man die Diagonalebenen 
AB(tp, PBßy^ APya zu konstmieren und durch OP, OJ, OB Parallelflächen zu legen. 
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Flächenpaare, aus welchen das Hexaid besteht, einander ungleichwertig, 
sondern auch Fläche und Gegenfläche, so daß man sagen kann: die sechs 
Tetraederkanten werden »ungleich abgestumpft«. Da in den meisten 
Fällen nur die Stellung der Flächen von Wichtigkeit ist, werden wir vorerst 
die neu hinzukommenden Flächen ohne Parallelverschiebung durch die 
Tetraederkanten selbst legen (Fig. 27 c). Die zonale Deduktion kann man fort- 
setzen, indem entweder weitere Kristallflächen von vornherein bekannt waren, 





Fig. 27 ff. 
Tetraeder mit inzidentem Hexaid. 



Fig. 27^. 
Tetraeder mit umbeschriebenem Hexaid nach einer 
Parallelverschiebung der Hexaidflächen. 




Fig. 27 c. 
Tetraeder mit umbeschriebenem Hexaid nach Verschiebung sämtlicher Flächen 

in einen gemeinsamen Punkt. 

oder doch sicherlich die soeben konstruierten Flächen zu Hilfe genommen 
werden können, um noch andere Tetraeder aus den Flächen des Kristall- 
polyeders zu bilden und diesen in der vorigen Weise Hexaeder umzube- 
schreiben. Hierbei wird sich zeigen, daß schon die geringste Anzahl von 
Flächen, durch welche das Verfahren sich einleiten läßt, auch bereits es 
unendlich weit fortzusetzen gestattet. 

Als Koordinatenaxen pflegt man hierbei drei Richtungen zu wählen, 
die als wirkliche Begrenzungskanten auftreten können und nicht drei auf- 
einander senkrechte Richtungen (wie in der Mathematik meist üblich); denn 
im allgemeinsten Fall werden rechte Winkel zwischen Begrenzungskanten 
sich nicht nachweisen lassen; dagegen genügen die Tetraederkanten OA^ 



'^'ÜB^tJi^I M' Krisldlformenreihe. 

«'HS 



c-Axen bezeichnen, der 
le Richtungen zu sein. Daher wählen 
l^erfiigen über die positiven Halbstrahlen 
c ein > Rechtssystem < gebildet wird, 
wie es durch drei auseinander ge- 
gebildet wird [Fig. 28), während die 



igfei%'lBlj^^«f«rOO(V*Hnkcn Hand ein ihm spiegelbildliches 

, ^^ jf Uffl BjCc^H^itenbUndel. Wenn die vier Ausgangs- 
|fä'J(l&1(]^|c$«^i^i'^Punkt hindurchgehen, also kein Tetra- 
** •••S^i'^flglln eine vierflächige Ecke bilden (Fig. 27 f), 

II , .£. — lo£&aS,l9'i diese spezielle Lage natürlich durch 
n'.SlIlSrf 5&^ einer Parallelverschiebung aufheben. 
^JJSi^S'^&^'S^ l^ßt sich aber auch ohne Vornahme 
^: :4££^^^^ä^en die Konstruktion des vorigen Para- 
Serwerten. Statt eine Ebene parallel den 
SJ«g:«2!i«äsen des Tetraeders zu legen, können wir 
^^^J^^Sp die entsprechenden [daher gleichbe- 
;^2^w^5'«3^ Kanten miteinander verbinden und wir 
peStS-werden alle Schnittkanten i — 6 der vier 
^Ss^urch ihren gemeinsamen Schnittpunkt 
:Xgü^l^£' ]¥: laufen dieselben den Kanten eines sol- 
Iji^S^r^äeders parallel, wie es durch Parallel- 
"'^qBsEBiig der Flächen entstehen würde; ohne 
JjttSiKteres wirklich zu konstruieren, gewinnen 
IB^lEC^henstellungen des Hexaids, welches ihm 
"pS^ben sein würde, dadurch, daß wir in 
affnbündel 1 — 6 durch je zwei nicht schon 
?ä$;verbundene Kanten Verbindungsebenen 
! 132 Zeichen zweier zu verbindender Kanten 
Jfi:^lächen l'll, iflV, 1V"V, V'l, dagegen 
_^^IV, II'V, IlfVl neu hinzu; dieselben 
ICli^Aiichneten Paaren von Gegenkanten des 
XE 3|^cn wir, welche Kristallkanten sich inner- 
e-Ebene [Fig. 30) durch zonale Deduktion 
: n^-Ebene bezeichnen wir durch längs 
3igen als Maßstäbe ausgemessene Koor- 
[pi^Ie [00), (/o), [Ol] erhalten (Fig. ag). Die 
' S'unkte 0=00^A = lOyB=0i\ Durch- 
9^ möglicher Kanten in ihr lassen sich (nach 
^-li^iS*-; Ebenen durch PA und PB legen, welche 
t.;S£8g: Schnittlinie P[ii) verbinden wir mit PO 
""jso auf das Tetraeder OBP{ri) an, daß 
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w= B 



wir durch P^ eine Parallelebene zu PO(ii) legen. Die in der a*-Ebene 
(Fig. 2(^ä) so zu 0(//) entstehende Parallele schneidet die Linie Al^ii) in [i2)\ 
indem wir 0BP[i2) als neues Tetraeder betrachten, auf welches wir unser 
Deduktionsprinzip anwenden, ergibt sich Kante P[02) als Schnitt der parallel 
POA gelegten Ebene mit Ebene PBO. Auf das Tetraeder P[oi) [02) {12) 
das Deduktionsprinzip anwendend legen wir durch P[02) eine Ebene, 
welche der Linie (01) (12) parallel läuft und die ^(//)-Linie in 13 schneiden 
wird. In dieser Weise fortfahrend ist es offenbar möglich ein Netzwerk von 
Parallelogrammen aus- 
zubreiten über den gan- 
zen Parallelstreifen der 
Ebene, welcher zwi- 
schen der ^-Axe selbst 
und der durch A zu 
ihr gezogenen Paralle- 
len begrenzt wird. Jede A=i< 
Linie resp. Ecke dieses 
Netzes führt durch Ver- 
bindung mit P resp. 
PO zu einer krystallo- 
graphisch möglichen 
Ebene ; und schon hier- 
aus folgt, daß sich von 
einem Ausgangstetra- 
eder unendlich viele Flächen ableiten lassen, aber die Gesamtheit derselben 
ist durch die in dem angegebenen Parallelstreifen befindlichen noch keines- 
wegs erschöpft. Denn z. B. läßt sich das zonale Deduktionsprinzip auf das 
Tetraeder BOAP {= (oi)OAP) auch derart anwenden, daß aus ihm das 
Tetraeder (ij)OAP deduziert wird, aus diesem das Tetraeder {2i)0AP usw. 
(vgl. Fig. 29 d]. Daher muß die gleiche Anordnung von kristallographisch 
möglichen Linien in dem einen und andern Streifen existieren. Indem man 
dieses Verfahren fortsetzt, ergibt sich, daß sich nicht nur die der a- resp. 
^-Axe unmittelbar anliegenden Parallelstreifen durch Konstruktionslinien aus- 
füllen lassen, sondern daß sich lauter derartige Konstruktionsstreifen 
parallel aneinander reihen lassen, daß wir die gesamte Ebene schließlich 
ausfüllen können und daß sich so ergibt: Verbindet man die Gesamtheit der 
ganzzahligen Punkte mit 0, so erhält man dadurch ein Büschel von un- 
begrenzt vielen Linien, deren Richtungen lauter kristallographisch mögliche 
Begrenzungskanten ergeben. 

§ 63. Gesetz der einfachen Deduktion. Aus dem Endresultat des- vorigen 
Paragraphen ergibt sich, daß man einer beliebig in der aö-Ebene gegebe- 
nen Richtung so nahe kommen kann, als man nur irgend will, sofern man 
das zonale Deduktionsverfahren nur genügend lange fortsetzt, was besonders 



Fig. 29. 

Zonale Deduktionsschritte in der ai^- Ebene. 

a. Fortschritt im ersten Parallel- 6. Fortschritt im ersten Parallel- 

streifen zur ^-Axe. streifen rur a-Axe, 
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anschaulich sich zeigen läßt, wenn man um einen Kreis mit dem Radius i 
beschreibt. Offenbar werden z. B. durch die Strahlen, welche von nach 
den im Innern des dreifach vergrößerten Grundparallelogramms gelegenen 
Gitterpunkten gerichtet werden, von den auf das fünffach vergrößerte be- 
zogene an Zahl übertroffen werden, daher erscheint der Einheitskreis im 
ersten Fall weniger dicht besetzt mit Punkten als im zweiten. Das Auf- 
treten aller so erreichbaren Richtungen ist aber keineswegs gleich leicht 
möglich, vielmehr zeigt die Erfahrung, daß die wirklich vorhandenen Flächen 
unter denjenigen sich befinden, welche durch Ausführung einer geringen 
Anzahl von zonalen Deduktionsschritten aus dem Anfangstetraeder gewonnen 
werden können. Doch wird öfters auch die Gesamtheit der zonalen Deduk- 
tionsschritte in Betracht zu ziehen sein, weil eine abnehmende Wahrschein- 
lichkeit zwar im empirischen Effekt, aber nicht im rein begrifflichen Denken 
einen Punkt, von dem ab das Ereignis gänzlich ausbleibt, erkennen läßt. 

§ 64. Zonale Deduktion im Raumgitter. Dieselbe Konstruktion, die wir 
auf die eine Koordinatenebene bezogen hatten, ist auch in den beiden 

andern möglich. Ebenso wie 
in der Ebene eine Aneinander- 
lagerung von kongruenten Pa- 
rallelogrammen, ergibt sich im 
Räume ein Netzwerk von He- 
xaiden, so daß schließlich folgt: 
Vervollständigt man die 
drei Gitter der Koordina- 
tenebenen zu einem räum- 
lichen Gitter von Hexai- 
den, so liefert jede von 
nach einem Endpunkt die- 
ses dreidimensionalen Git- 
ters gezogene Linie eine 
kr ist allographisch mög- 
liche Kantenrichtung. Natürlich hat diese Vervollständigung so zu 
erfolgen, daß von dem Parallelepiped, welches aus den drei Grundparallelo- 
grammen •sich zusammensetzt, unendlich viele Exemplare angefertigt und 
diese lückenlos aneinander gefügt werden (vgl. Fig. 30). 

Spezielle Fälle. Zonale Deduktion des Gegentetraeders aus dem direk- 
ten. Da aus einem vorgelegten Tetraeder XX' YY* durch den ersten zonalen 
Deduktionsschritt drei Paare von Flächen sich ergeben, so wird durch dieses 
Verfahren überhaupt zu jeder direkten auch die Gegenfläche sich ergeben; es 
möge jedoch jetzt untersucht werden, wie die Gegenflächen des Tetraeders 
PF'QQ' selbst durch zonale Deduktionsschritte sich gewinnen lassen. Nehmen 
wir das Tetraeder als regulär an und übertragen se'.ne Flächenpole (§ 4) auf eine 
in Fig. 31 stereographisch abgebildete Kugel, führen wir sodann den ersten zonalen 
Deduktionsschritt aus, so haben wir zunächst zwei dieser Flächenpole durch einen 




Fig. 30. 

Raumgitter. 
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Fig. 31. 

Zonale Deduktion des Gegentetraeders aus dem direkten. 



Kreis zu verbinden, welcher einen Äquatordurchmesser als Sehne umspannt*) und 
haben mit den beiden andern Flächenpolen ebenso zu verfahren; das Punkt- 
paar, welches beiden Verbindungskreisen gemeinsam ist, muß das zu deduzie- 
rende Flächenpaar darstellen. Es gibt natürlich drei solcher Kreispaare: ver- 
bindet man X mit Y und F' mit 
X\ so liefert dieses erste Bogen- 
paar bei der Verlängerung als 
Schnittpunkte die Pole A^ A\ durch 
welche das auf der ö-Axe senk- 
rechte Flächenpaar des Würfels dar- 
gestellt wird ; verbindet man Y mit 
X* und X mit Y\ so ergibt sich 
analog das auf der ^-Axe senkrechte 
Flächenpaar des Würfels durch die 
Pole B^ B\ Es ist nun aus der 
Figur sofort ersichtlich, daß durch 
den Schnitt der Kreise sich auch 
noch die Flächenpole P^ P\ Q^ Q! 
des Gegen tetraeders ergeben, so 
daß wir sagen können: Die Pole 
der Würfelflächen ergeben sich durch 
den Schnitt je zweier zum gleichen 
Paar gehöriger Zonenkreise, die- 
jenigen des Gegentetraeders aber 
durch den Schnitt zweier zu ver- 
schiedenen Paaren gehöriger. Diejenigen Zonenkreise, welche zu den horizontalen 
Würfelflächen führen, arten in gerade Linien aus, und zwar PP\ QQ'- Durch 
den Schnitt derselben ergibt sich in der Tat der Pol der oberen horizontalen 
Wtirfelfläche, während der untere der zweite nämlich unendlich ferne Schnitt- 
punkt dieser als Kreise aufgefaßten Geraden ist. 

§ 65. Vollständiger Zonenverband. Unter den Flächen eines fertig gege- 
benen Kristallpolyeders ist das Ausgangstetraeder der zonalen Deduktion 
willkürlich wählbar; wenn nun die Deduktion so vor- 
genommen werden kann, daß jeder einzelne Deduk- 
tionsschritt nur wirklich vorhandene Flächen des Poly- 
eders liefert, so spricht man von einem vollständigen 
Zonenverband. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so 
heißt derselbe »unterbrochen« ; es wird aber auch dann 
oft möglich sein an einem andern Kristall gleicher 
chemischer Substanz (z. B. durch Veränderungder 
Wachstumsbedingungen) diejenigen Flächen, welche 
den Zonenverband zu einem vollständigen ergänzen, 
nachzuweisen. Vollständigen Zonenverband zeigt die 
Kombination von Würfel, Oktaeder, Rhombendodeka- 
eder (Fig. 32); da jede Fläche von mindestens zwei Paaren paralleler Kanten 



OOJ 




Fig. 32. 

Kombination von Würfel, Okta- 
eder, Rhombendodekacder. 



*) Diese Bedingung entspricht der Forderung, die Flächenpole selbst durch einen Groß- 
kreis und nicht etwa durch einen Kleinkreis der Kugel zu verbinden. 
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begrenzt wird, lassen sich aus dem von den drei Würfelflächen nebst einer 
Oktaederfläche gebildeten Tetraeder zunächst die drei Rhombendodekaeder- 
flächen, sodann weitere Flächen des regulären Oktaeders ableiten und schließ- 
lich die Gesamtzahl derselben gewinnen. 

§ 66. Wahl der Koordinaten. Man pflegt die Skalen der ganzzahligen 
Punkte auf den Koordinatenaxen so zu wählen, daß die durch je drei 
ganzzahlige Punkte gelegten Ebenen kristallographisch mög- 
liche Stellungen besitzen, was nach den vorigen Paragraphen erreich- 
bar ist. Denn man braucht nur die vom Punkt ausgehenden Kanten des 
Tetraeders in Fig. 27 ^^ als Intervalle der Skalen zu betrachten, also diesen den 
Skalenwert i (bezogen auf die zugehörige Koordinatenaxe) beizulegen, und 
alle in diesen Einheiten ganzzahlig erscheinenden Koordinatenendpunkte zu 
markieren. Die Fläche, welcher auf jeder der drei Axen ein der betreffen- 
den Einheit gleicher Abschnitt zukommt, heißt Einheitsfläche und wir 
können sagen: Nur im regulären System erfordert es die Symmetrie, daß 
eine Fläche existiert, welche auf den drei rechtwinkligen Koordinatenaxen 
(welche dort in die Richtung der vierzähligen Axen zu legen sind) gleiche 
Abschnitte bestimmt, in den andern Systemen wird man längs der Axen 
mit ungleichen Maßstäben, die wir als »Axeneinheiten« bezeichnen, zu 
messen haben (vgl. auch § 61). 

Erst jetzt läßt sich präzise der Grund angeben, weshalb wir die mono- 
klinen und triklinen Symmetriefälle nicht meroedrisch von den rhombischen 
ableiteten (was nach § 19 möglich gewesen wäre), sondern mit speziellen 
Symmetriekonfigurationen verglichen. Nur wenn der monokline und trikline 
Fall als holoedrisch aufgefaßt werden, gilt das Prinzip, daß niemals eine 
das Zonengesetz verletzende Flächenmenge sich ergeben darf, 
wenn ein meroedrisches Kristallpolyeder mit irgend welchen 
korrelaten vereinigt wird. Nämlich nach den alleinigen Ergebnissen des 
ersten Abschnitts könnte man z. B. sogar die Gruppe der Gesamtsymmetrie 
des Zweiecks als einen meroedrischen Fall der tetragonalen Holoedrie auf- 
fassen (vgl. § 21), da ja die Symmetrie der ersteren, der rhombischen Holo- 
edrie, eine Unterabteilung von derjenigen der tetragonalen Holoedrie bildet. 
Jeder rhombischen Doppelpyramide wäre dann als korrelat diejenige zuzu- 
ordnen, welche sie zu einer ditetragonalen Doppelpyramide ergänzt Die Aus- 
gangsfläche möge nun die Abschnitte V2, i auf der a- resp. ^-Axe bilden, 
während der dritte Axenabschnitt beliebig ist. Die bei Ausfuhrung der 
Symmetrieoperationen des Zweiecks aus ihr hervorgehende Form A ver- 
letzt natürlich nicht das Zonengesetz, ebensowenig die ihr in bezug auf 
die Viereckssymmetrie korrelate A\ aber A und Ä zusammen bilden eine 
mit dem Zonengesetz nicht verträgliche Flächenmenge. Denn konstruiert 
man in der ^^-Ebene das Gitter, dessen Elementardreieck mit dem von der 
Trace der Ausgangsfläche und den Axen gebildeten zusammenfallt, so 
werden die Tracen der zu A^ gehörigen Flächen keiner Rationalkante dieses 
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Gitters parallel. Ganz analoge Widersprüche würden sich ergeben, wenn 
man monokline oder trikline Formen der allgemeinsten Stellung zu solchen 
rhombischer Symmetrie ergänzen wollte, und wir können unser Resultat 
kurz so aussprechen: Die Symmetrieelemente einer Gruppe von 
niedriger Symmetrie lassen sich stärker erhöhen als die einzel- 
nen Kristallformen; letztere nämlich nur innerhalb der Systeme, 
erstere von einem System zum andern. 



7. Kapitel. 

Das Flächenbfindel und seine Linearprojektion. 

§ 67. Schnitt des FlächenbUndels mit der Projeldionsebene. Zur Er- 
langung einer Linearprojektion schneidet man das Flächenbündel (§ 62 und 
Fig. zjc) mit einer nicht durch gehenden Ebene. Die Schnittlinien dieser 
als Projektionsebene zu bezeichnenden Fläche mit denen des Bündels kön- 
nen als Repräsentanten des letzteren betrachtet und die zonalen Deduktions- 
schritte an diesen »Sektionslinien« in der Weise des § 62 vorgenommen 
werden. Da die Schnittkanten der Bündelflächen als Zonenaxen (a und d in 
Fig. 33) des Kristalls aufzufassen sind, wird eine Zone durch den Schnittpunkt 
zweier Sektionslinien — welchen man als Zonenpunkt bezeichnet — in der 
Projektionsebene dargestellt. Man kann das Flächenbündel eines Kristall- 
polyeders als denjenigen speziellen Fall seines typischen bezeichnen, in 
welchem der Durchmesser der Konstruktionskugel verschwindet; dadurch 
wird zugleich ersichtlich, daß auch diejenigen Kanten, welche am typischen 
Polyeder abgestumpft sind, hier den übrigen vollkommen gleichwertig er- 
scheinen. Im folgenden betrachten wir als Projektionsebene diejenige zweier 
Koordinatenaxen und wählen auf der dritten den Endpunkt der Axeneinheit 
als gemeinsamen Schnittpunkt der Flächen des Bündels. 

§ 68. Dualität. Die Behandlung der Linearprojektion wird durch das 
für die gesamte geometrische Kristallographie wichtige Dualitätsprinzip sehr 
erleichtert. Dasselbe beruht darauf, daß 
die Kanten eines Bündels eine den 
Flächen selbst sehr ähnliche Rolle spie- 
len, z. B. wird durch zwei Flächen eine 
Kante, nämlich ihre Schnittkante, be- 
stimmt und ebenso durch zwei Kanten 
eine Fläche, nämlich die beide zugleich 
umfassende Verbindungsebene. Betrach- 
ten wir die Kanten nur als Repräsentan- 
ten der durch sie hindurch gehenden 

Ebenen, d. h. als Träger von Zonenbüscheln, so erscheint das gemeinsame 
Element (Fig. 33) nicht mehr als eine die Gebilde a^ b »umfassende«. 






Fig. 33- 

Schnitt zweier Zonen. 
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sondern in beiden gemeinsam »enthaltene« Raumgröße und wird daher als 
die Schnittfläche der Zonen (büschel) zu bezeichnen sein, wodurch die Ana- 
logie auch im Wortlaut zutage tritt. 

Das Dualitätsprinzip besagt nun, daß eine sehr große Zahl von Sätzen 
und Formeln richtig bleibt, wenn man in ihnen die Begriffe Fläche mit 
Zone sowie Schnittzone zweier Flächen mit Schnittfläche zweier Zonen ver- 
tauscht In den folgenden Paragraphen sind einige Sätze, die in dieser 
Beziehung zueinander stehen, sich gegenüber gestellt. 



§ 69. Bestimmung der Schnitt- 
fläche zweier gegebener Zonen. 

Es seien X^ Y die Abschnitte der 
gesuchten Fläche auf den Axen a, b\ 
die Parallelkoordinaten der gegebe- 
nen Zonen seien na^ vb resp. /i'ä, 
y'fe, so daß /i«, ^, \.i\ v' als Zahlen- 
koordinaten*] der Zonenbüschel zu 
bezeichnen sind, welche sich in der 
gesuchten Fläche schneiden. 



Bestimmung der Schnitticante 
zweier gegebener Flächen. 

Es seien x^y die Koordinaten der 
gesuchten Zone längs der Axen a^ b\ 
die Axenabschnitte der gegebenen 
Flächen seien ä/w, bjn resp. alm\ 
bln\ so daß m^ n, m'^ n' als Teil- 
zahlen**) der Axenabschnitte zu 
bezeichnen sind fiir diese sich in 
der gesuchten Zone schneidenden 
Flächen. 



Aus der Ähnlichkeit der schraffierten Dreiecke folgt: 



vb 



(v — v)b 



a a 



7n 



in n 




Fig. 34. 

Bestimmungsstiicke zweier Zonen und ihrer Schnittfläche. 




*) Denn eine solche gibt an, welches M ul - 
tiplnm von der entsprechenden Axeneinheit 
die zugehörige Parallelkoordinate ist und heißt 
deshalb Zahlenkoordinate der letzleren. 



Fig. 35. 
Schnittkante zweier Flächen. 



**) Denn eine solche gibt an, welcher 
Teil von der entsprechenden Axeneinheit 
der zugehörige Axenabschnitt ist und heißt 
deshalb Teilzahl des letzteren. 
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und analog aus der Ähnlichkeit der fett umrandeten: 
y^r'6 [v—v)b 



fi a 



hieraus: 



X — ^la = 



{f^ — fi'}a 






a a 

x:y = 



m 



m 



b_ 
n 



hieraus: 



= — (durch Division) 

a — mx n 






oder nach den Unbekannten aufgelöst: 



(a a\\ ati 
m' in] y bm* 



an 



y Dvt' bm 
(durch Subtraktion) 



;r = 



a[n' — n) 



mn 



nm 



b{m — m') 
mn' — nm' 



Das Resultat der linken Seite enthält ganz analoge Terme, wie das- 
jenige der rechten Seite, und die Analogie wird eine vollständige, wenn 
man statt der x^y die »Zahlenkoordinaten« der Zone, sowie statt der Axen- 
abschnitte X^ Y ihre Teilzahlen ajX und ^/ Feinsetzt; führen wir diese Ab- 
kürzungen ein, etwa: 

alX = f, blY=g xla = (p, ylb=x, 

so folgt: 

v' — V n* — n 



/= 



g = 



f.iv — vy 
f.iv' — v/t' 



(p = 



mn — nm 



m — m 



mn — nm 



§ 70. Definition der Indizes. Von dem speziellen Fall, daß sämtliche 
Flächen und Kanten sich in treffen, gehen wir durch Ausführung von 
Parallelverschiebungen, deren Größe willkürlich ist, zur allgemeinsten Lage 
derselben über; alsdann liegt es nahe, die Zahlenkoordinaten und Teilzahlen 
des vorigen Paragraphen zu ersetzen durch allgemeinere Bestimmungsstücke, 
die wir zunächst für Flächen einfuhren wollen. Sind /«, «,/ die Axen- 
abschnitte einer Fläche nach der Parallelverschiebung, so sind offenbar die 
Stücke almj b/n, c/p den früheren Teilzahlen analog und es liegt nahe, für 
die Flächen statt der zwei Stücke /, g- die drei Größen a/m = //, b/n = k, 
c/n = l einzuführen, deren Verhältnisse mit den vorigen Bestimmungs- 
stücken vollkommen gleichbedeutend sind. Daher beschäftigen wir uns 
auch vorerst nur mit den aus je zweien der Größen //, k, l gebildeten Quo- 
tienten, wofür wir auch sagen: Es genügt, die Größen //, k^ l bis auf 
einen gemeinsamen Proportionalitätsfaktor zu kennen. Die so 

Sommerfelde, Geometr. Kristallogr. ^ 
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definierten Bestimmungsstücke h^ k^ l bezeichnet man als Indices der zu- 
gehörigen Fläche. Für Kanten gelten ganz analoge Betrachtungen, jedoch 
muß über die Wahl der Vorzeichen eine Bemerkung eingeschaltet werden. 
Als positive Richtungen der Axen bezeichnen wir diejenigen, die auf der 

Ä-, ^-, ^-Axe vom Nullpunkt bezüglich 
nach vorne, rechts, oben verlaufen; jede 
Koordinate eines Zonenpunktes R ver- 
sehen wir mit dem -{- oder — Zei- 
chen, je nachdem man vom Nullpunkt 
nach der -|- oder — Seite der 
betreffenden Axe wandern muß, um die 
Koordinate wirklich zu erzeugen; einer 
Kante verleihen wir diejenigen drei 
Koordinaten, welche die vom Projek- 
tionszentrum P nach ihrem Zonenpunkt 
gerichtete Länge PR bezüglich des 
Ä-, ^-, ^-Systems besitzt. Die beiden 
ersten Koordinaten dieser Länge sind 
mit denen des Zonenpunktes identisch, 
die dritte ist gleich dem Abstand OP 
und zwar negativ, da man im Sinne der abnehmenden Maßzahlen vom 
Anfangspunkt P der Strecke PR längs der ^r-Axe wandern muß, um diese 
Koordinate zu erzeugen. Die Koordinaten dieser Strecke ausgemessen in 
den Axeneinheiten bezeichnen wir als »Indizes« iy, x, A der Kante. Nur 
die Verhältnisse der iy, x, A bleiben ungeändert bei Parallel Verschiebungen, 
für diese aber können wir schreiben: i^:x:A = qp:;j: — i= xja :ylb : — i 
(in der Bezeichnungsweise des vorigen Paragraphen). 

§ 71. Einführung der Indizes in die Formeln. Die soeben definierten 
homogenen Indizes benutzen wir nunmehr dazu. 




Fig. 36. 

Wahl der Vorzeichen beim Übergang von der 
LinearprojektioD zum Raumgebilde. 



in der für Flächen gültigen Gleichung 
des § 69 sowohl links die Indizes der 
Fläche homogen zu machen, als auch 
rechts die Indizes der sie erzeugen- 
den Kanten, so daß sich ergibt: 
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X' 
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in der für Kanten gültigen Gleichung 
des § 69 sowohl links die Indizes der 
Kante homogen zu machen, als auch 
rechts die Indizes der sie erzeugen- 
den Flächen, so daß folgt: 

k' k 
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IV 
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/»' 
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/' 


hk' 


kli 



w w 



oder 
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oder 



h aV-^U 



k Xrf — ijA' 






X hk' — kK 
Die beiden letzten Gleichungen lassen sich zusammenziehen zu: 

k\k:l ^a %X' — ix': ir;' — iyi':i;x' — xi;' 
ri:%\X = kl'—lfif :lk' — hl'\kl^ — kk\ 

§ 72. Schema für Zonenbezeichnungen. Da Ausdrücke von der Form des 

vorigen Schlußresultates sich sehr häufig wiederholen, empfiehlt es sich ein 

Schema zur Bildung derselben einzuführen: Sind die Indizes A, k^ /, A', k\ V 

zweier Begrenzungselemente (Flächen oder Kanten) gegeben, so deutet das 

Symbol 

kl 

k'l' 

an, es soll das Produkt kl' gebildet und von ihm das Produkt k'l abgezogen 
werden. Allgemein ist das Produkt der beiden Buchstaben zu subtrahieren, 
welche sich in dem quadratischen Schema durch eine von links unten nach 
rechts oben gerichtete Diagonale verbinden lassen. Zwei analoge Ausdrücke 
lassen sich durch zyklische Vertauschung (§ 8) aus den obigen ableiten. 

Diese analogen Symbole lassen sich mit dem hingeschriebenen zu einem 
einzigen Schema vereinigen, welches wir schreiben: 

Vh'h'l'h'k'U'A 

um anzudeuten, daß sechs Produkte gebildet werden sollen; und zwar mit 
positivem oder negativem Vorzeichen, je nachdem die zugehörigen Elemente 
durch fette oder schwache schräge Striche miteinander verbunden sind. Zu 
addiren sind je zwei solche Produkte, deren zugehörige Striche in dem 
Schema sich schneiden, in der Tat findet man so nacheinander kl' — /&7, 
Ih—Vh, hk—kh. 

Wo noch größere Kürze wünschenswert erscheint, werden wir die Flächen, 
deren Indizes k^ k, l resp. k\ k\ V sind, durch einen einzigen Buchstaben 
bezeichnen, etwa durch P resp. P' und den Ausdruck kV — k'l = \PP'\h 
setzen. Der Affix h soll andeuten, daß h nebst dem ihm analogen K aus 
dem Flächenpolsystem gestrichen werden muß, um das in Betracht kom- 
mende Schema * zu erhalten. 

Beispiele, a) Man ziehe in der Projektionsebene Parallelen zur ö-Axe im 
Abstand di b und zur ^-Axe im Abstände it: a und fasse die Ecken des so er- 
zeugten Parallelogramms als Zonenpunkte auf. Welche Indizes besitzen dieselben? 
Im positiven Quadranten die Indices iii, was in Fig. 36 und analytisch durch 

4* 
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Bildung des Schemas ^ ^ _ ^ 

zu ersehen ist. (Überstrichene Indizes sind negativ, vgl. das Formelverzeichnis 
im Anhang.} Durch analoge Schlüsse folgt insgesamt: Durchschneidet man den 
[ab)-, ( — Ä^)-, ( — a — ^)-, [a — ^)- Quadranten, so gelangt man nacheinander 
zu den Zonenpunkten [ni], [iiT], [iii], [iii]- Natürlich kann man dieselben 
auch als Repräsentanten der Gegenrichtungen auffassen und der Reihe nach 
schreiben: [ii i], [i 1 1]» [i 1 1], [i 1 1]. Bei ersterer Schreibweise sind die Vorzeichen 
der beiden ersten Indizes jedes Zonenpunktes denen seiner Koordinaten bezüglich 
der (a, ^)-Axen gleich, bei letzterer aber entgegengesetzt. 

b) Die Indizes der in § 65 behandelten regulären Figur ergeben unter der 
Annahme, daß vier Flächen bezüglich die Indizes 100, 010, 001, in erhalten, 
durch die Zwischenrechnungen der folgenden Schemata die wellenförmig unter- 
strichenen Endwerte (vgl. die Zonenverbände der Fig. 32): 

Hiooiroi, roioioorii, riioiiorii 
iiiiLiJ LiJooioLoJ LoJiooiLoJ 

[loi] [010] loi 

roioioorii, ' riiooioro"], riiioriro"] 

LiJiiiiLiJ LiJiooiLoJ LoJoiooLiJ 

[iio] [001] HO 

rilooioroi, ro'iiooiro'i, roniiorrii 

LiJiniLiJ UJoiooLiJ LiJooioLoJ 

[01 1] [100] oii 

c) Zu den in b) als iio, loi, 01 1 bestimmten Rhombendodekaederflächen 
nehmen wir noch eine solche Fläche hinzu, die erstens in der Zone 100: in, 
zweitens in der Zone loi : iio liegt. Demnach ist zu bilden: 

rnooioroi, riionorn, rriiiiiTii 

LiJiiiiLiJ LiJioiiLoJ LoJiioiLiJ 

[oii] pii] 211 für ^c. 

§ 73. Drei tautozonale resp. komplanare Begrenzungselemente. Das dritte 

Begrenzungselement denken wir beweglich, die beiden andern fest und 

fragen: Welche analytische Bedingung erfüllt eine Fläche 
(Kante), wenn sie sämtliche Stellungen innerhalb der Schnitt- 
zone (Fläche) zweier fester Flächen (Zonen) kontinuierlich 
durchläuft? Wir können an die Bezeichnung des § 69 
anknüpfen, indem wir nur im Fall a) die bewegliche Zone 
durch den Zonenpunkt A ersetzen, welcher auf einer Sektions- 
linie mit den Axenabschnitten a//^ bjg beweglich gedacht sei ; 
aus der Ähnlichkeit des größten und des schaffierten Dreiecks 
Fig. 37. in Fig. 37 folgt: fxa: ajf^ [bjg — vb)\ bjg oder ^i/= i — vg-. 

Zonenpunkt beweg- fjun könucn /, g als die Indizes der zur Sektionslinie ge- 
tionsUnic. hörigen Fläche aufgefaßt werden, ebenso ^, r als Indices 
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der beweglichen Zone, sofern im er^t^ren Fall der dritte Index gleich i, 
im zweiten gleich — i angenommen wird. Substituieren wir daher: 

f—M^^ g = kl^^ /* = — »jM, i/ = — x/A 

so folgt: 

— Ä//.i?/A=i +x/A-/t// oder ijA + x* + A/= o. * 

Zu derselben Gleichung gelangt man aber auch in dem Fall b) daß 
nicht ein Punkt auf einer Geraden, sondern eine Gerade auf alle möglichen 
Arten durch einen Punkt laufend gedacht wird (Fig. 38), 
denn in der Tat unterscheiden sich die beiden letzten 
Figuren nur dadurch voneinander, daß der damals be- 
weglich gedachte Punkt jetzt fest, nämlich der Träger 
eines Büschels ist, welches die bewegliche Gerade 
durchläuft. Lassen wir eine bestimmte dieser unend- 
lich vielen speziellen Lagen der Geraden zum Schnitt 
mit den Axen gelangen und bezeichnen wiederum mit 
alf^ bjg die entstehenden Abschnitte, so können wir 
genau die gleiche Überlegung wie früher anstellen und 
finden: Die beiden dualistischen Fälle werden durch eine einzige 
Gleichung beherrscht, welche für eine bewegliche Fläche oder 
Kante gilt, je nachdem h^ kj l oder 17, x, A als variabel gedacht 
werden. Im ersteren Fall sind Ä, k^ l als unbekannt, im zweiten dagegen 
T], x, l als unbekannt zu betrachten und aus den Gleichungen zu berechnen: 




Fig. 38. 

Sektionslinie beweglich um 
einen Zonenpunkt. 



x'x" 
AT 




IT 

v'v" 




' " 1 
X X 



Alk: i = 



Daher folgt aus Gleichung * : 



resp. 1^ : X : A = 



k'k" 
vv 


• 
• 


vr 

h'W 


• 
• 


Kh" 
k'k' 



n 



x'x" 
A'A" 



+ x 



2 ' 3 " ■ I ^' w," 

rfrf, "^ Ix'x" 



= o. 



// 



k'k' 
vr 


+ /?' 


kW 


+ / 


ww 
kk" 



= o. 



Die letzte und analog auch die vorletzte Gleichung besteht aus drei 
positiven und drei negativen Gliedern, die sich aus dem folgenden Schema 
der Reihe nach ergeben, sofern wir zuerst die durch fette Striche ver- 
einigten Elemente zu dreigliedrigen Produkten kombinieren, sodann auch 
die durch schwache Striche verbundenen zu negativen Produkten und als- 
dann addieren. Mit Hilfe eines solchen Schemas schreiben wir die letzte 

Gleichung: 

hklhkj. j^f^i 

h'k'l' 



vxx/ r 1 

/n'rh'k'\r\ = o 

/xxx I 1 

A'Tr/t'Jk" r 



oder kürzer 



ff ijt in 



h"k"l 



o. 



Der letzte Ausdruck heißt »dreireihige Determinante« der neun in ihm 
enthaltenen Elemente und ebenso der analoge des § 72 »zweireihige Deter- 
minante« ihrer vier Elemente. 
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§ 74. Die Einheifskante als Vektor. Die Kante [in] der Fig. 36 legen 
wir jetzt durch den Nullpunkt O, alsdann durchsetzt dieselbe den positiven 
Oktanten, und konstruieren wir ein Hexaid, dessen Winkel und Seitenlangen 
denen des Dreikants der Axeneinheiten gleich sind, so kommt die Diago- 
nale OE in diese Kante zu liegen; nun würde diese Diagonale hinsichtlich 
Größe und Richtung die Bewegung eines materiellen Punktes angeben, der 
gleichzeitig von drei Bewegungsursachen ergriffen gedacht wird, welche den 
Axeneinheiten an Größe und Richtung gleich sind. Aus diesem Grunde 
nennen wir 0£ die »Resultierende« der drei Komponenten a^ b^ c^ oder 
ihre vektorielle Summe. 

§ 75. Addition der Vektoren. Es hat die Zerlegung einer Linie von 
bestimmter Länge und Richtung, d. h. eines »Vektors«, in der Tat mit der 
Zerlegung einer Zahl in ihre Summanden große Ähnlichkeit, denn die 
geometrische Operation, durch welche Vektorkomponenten zu einer Resul- 
tierenden vereinigt werden, ist ebenso unabhängig von der Reihenfolge der 
Bestandteile wie die Summierung der Zahlen. Wird noch die fast selbst- 
verständliche Bezeichnungsweise eingeführt, die Verdoppelung, Verdrei- 
fachung usw. eines Vektors durch Vorsetzen des Faktors 2, 3, . . . vor sein 
Symbol, und den Übergang zum entgegengesetzten aber gleich langen 
Vektor durch ein voiigesetztes Minuszeichen in Rechnung zu ziehen, so 
können wir sagen: Es lassen sich in Summen oder Differenzen von Vek- 
toren in genau gleicher Weise Klammern setzen oder auflösen, Vertau- 
schungen der Summanden vornehmen und Zahlfaktoren einfuhren, als ob 
man algebraische Ausdrücke vor sich hätte. Hingegen würde es fehlerhaft 
sein, Vektoren, welche verschiedene Richtung besitzen, einander gleich zu 
setzen. Da durch vektorielle Addition der Axeneinheiten selbst sich nur 
eine Kantenrichtung ergibt, so liegt es nahe, die ganzzahligen Vielfachen 
der Axeneinheiten ebenfalls vektoriell zu addieren; offenbar gelangt man 
dadurch zu einem Raumgitter (§ 64 und Fig. 30) zurück, da dieses bereits 
alle der in Betracht kommenden Hexaide enthält; zu jedem Eckpunkt ß 
des dortigen Raumgitters lassen sich Zahlen k, k, l so angeben, daß durch 
vektorielle Addition von Aa^kijUder vom Nullpunkt nach Q sich erstreckende 
Vektor erlangt wird. Wenn Q in einer der Koordinatenebenen angenom- 
men wird, so vereinfacht sich die Hexaidkonstruktion zu einer Parallelo- 
grammbildung, die man als Superposition zweier Bewegungen und als Ad- 
dition zweier Vektoren (resp. als den Fall, daß der dritte den Zahlfaktor 
Null erhält), aufzufassen hat. Nunmehr können wir ohne Einschränkung 
sagen: Bildet man ganzzahlige Multipla der Axeneinheiten und setzt die- 
selben zu Resultierenden zusammen, so ergibt sich dadurch die Gesamtheit 
der Kantenrichtungen. 

Jede Linie, welche, wie z. B. OQ, durch zwei Gitterpunkte geht, enthält 
unendlich viele solche, und zwar bilden dieselben eine äquidistante Punkt- 
reihe, deren »Träger« die unbegrenzt verlängerte Gerade OQ ist. Innerhalb 
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einer solchen Punktreihe nennen wir den Abstand zweier aufeinander fol- 
gender Punkte »primitive Streckec und wir können die beiden Fälle unter- 
scheiden, daß OQ selbst eine primitive Strecke ist, oder daß zwischen O 
und Q weitere Gitterpunkte liegen. In letzterem Falle muß OQ ein ganz- 
zahliges Vielfaches — etwa das a -fache von der primitiven Strecke Öß, 
desselben Trägers sein; und zwar ist alsdann ßi der erste, Q der a-te Punkt, 
sofern die Reihe von aus abgezählt wird. Die Zahlen Aj k, l, welche 
wir in diesem Paragraphen dem Punkt Q zuordneten, müssen aber in diesem 
Falle sämtlich das a-fache derjenigen sein, welche analog dem Punkt Q^ 
zugeordnet werden müssen und mit A,, /fe,, /, bezeichnet werden mögen. 
Umgekehrt folgt, daß für jeden Punkt ß, der selbst den Endpunkt einer 
von O ausgehenden primitiven Strecke bildet, die Zahlen h^k^t keinen 
ganzzahligen Faktor gemein haben können. Solche Zahlen bezeichnet 
man als »relative Primzahlen« und wir können daher sagen: Die Indizes 
//, ^, / des Trägers einer Punktreihe sind relativ prim oder nicht- 
prim zueinander, je nachdem sie den Zahlenkoordinaten einer 
primitiven oder nichtprimitiven Strecke gleichkommen. 

Werden zwei gleichlange und gleichgerichtete (§ 74 und Fig. 36) Vek- 
toren in Komponenten zerlegt, welche die Richtungen der Axeneinheiten 
a, b, c besitzen, derart, daß 

p'=Ä'a + /t'b + /'c 

ist, so muß offenbar einzeln A 3=* A', k'*^k\ / = /' sein, so daß aus der 
einer vektoriellen Gleichung p = <)' drei Zahlgleichungen gefolgert werden 
können, oder anders ausgedrückt: Jede vektorielle Gleichung läßt sich durch 
»Spaltung nach ihren Komponenten« in drei Zahlgleichungen zerlegen. 
Diese Spaltung kann auch so ausgeführt werden, daß eine Seite der An- 
fangsgleichung »auf Null reduziert«, d.h. dieselbe in der Form [h — Ä')a-|- 
[k — >&')b-t-(/ — /')c geschrieben und in die Zahlgleichungen // — //'=o, 
k — ^'== o, / — /'= o zerlegt wird. 

§ 76. Trantformationifaktoren der Axeneinheiten. Folgendes Problem möge 
vorliegen: In bezug auf drei Axeneinheiten a, 6, c sei ein Raumgitter kon- 
struiert, in welchem vier primitive Strecken ^), q, r, c als bekannt angenom- 
men werden; nun soll eine Transformation vorgenommen werden, welche 
bewirkt, daß zwar dieselbe Kristallformenreihe durch das ursprüngliche und 
das transformierte Gitter dargestellt wird, daß aber p, q, r, den Axeneinheiten, 
e der Einheitskante des letzteren gleichgerichtet sind. Wie unterscheiden 
sich die neuen Axeneinheiten ß^), ^'q, q'x, von den primitiven Strecken 
|), q, r? Es kommt also darauf an die Zahlfaktoren p, p', p" zu bestimmen, 
welche die primitiven Gitterstrecken in Axeneinheiten überführen. Nach 
dem vorigen Paragraphen ist hierzu notwendig und hinreichend, daß die 
vektorielle Summe der neuen Axeneinheiten in die Richtung der neuen 
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Einheitskante fällt, es muß also 

?P + ?'q + ?"t = c * 

sein. Diese vektorielle Gleichung genügt zur Bestimmung der drei Unbe- 
kannten Qy q'j q\ denn sie ist nach dem vorigen Paragraphen durch drei 
Zahlgleichungen ersetzbar. Somit wäre das Problem im Prinzip gelöst, 
jedoch wollen wir diese drei Bestimmungsgleichungen noch vollständig hin- 
schreiben. Sind (//, k, /), {h\ k, /'), (//', r, n, [H, K, L) die Symbole von 

^, q, r, e, so daß 

Aa + kh + Ic = p t 

wäre und analoge Gleichungen für q, r, c beständen, so würde Gleichung * 
ausführlicher geschrieben werden können: 

Q A a + Q kh + Q l c\ 
+ Q'Ua + Q'k'l + q'I'c \ = Ha + Kh + Lt. 

Um nun die Spaltung nach Komponenten vorzunehmen, braucht man 
die linke Seite nur in die erste, zweite, dritte Vertikalreihe zu zerlegen und 
bezüglich dem ersten, zweiten, dritten Term der rechten Seite gleich zu 
setzen; es folgt also: 

§ 77. Transformationsgleichungen der Indizes. Es sollen (ebenso wie im 
vorigen Paragraphen) die Elemente, deren ursprüngliche Symbole 

p{/ik/) waren, in 100 
(\{/i'k'l') . » 010 
x(/i"k'T) > »001 
t[HKL) » > III 

übergeführt werden. Welche Beziehungen bestehen zwischen den ursprüng- 
lichen Indizes u, z/, w eines Begrenzungselements und seinen neuen Xj^j z? 
Das Problem kann durch ein Verfahren, das dem im vorigen Paragra- 
phen sehr ähnlich ist, auf diesen zurückgeführt werden. Insofern die un- 
bekannte Größe auf die Axeneinheiten a, b, c bezogen wird, ist sie durch 
den Vektor ua + v\> + wt charakterisiert, insofern sie aber aus den neuen 
Axeneinheiten pp, p'q, ^"r abgeleitet wird, durch den Vektor ^9p+7^'q + 
;sr(/'r. Beide kann man auch als gleich lang betrachten und daher 

ua + vh + «'C = jrpp + J?'p + ^Q*t 

setzen. Oder mittels Gleichung f und der analogen für q, r: 

u(X + vh + ivt=^xqh(i +;r^^b +XQlt 

+yq'/ia +yqk'h -i-jg/'c 
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Nunmehr ist die Zerspaltung nach Komponenten analog den beiden 
vorigen Paragraphen durchführbar, so daO folgt: 

u = xqA +yQ'A'+ zq"A" 

V = XQk +yQ'k'+ ZQ'k" 

w = xqI + j?7'+ zq"1\ 

Diese drei Gleichungen genügen zur Bestimmung der Unbekannten ;r, j, z^ 
sobald nach der Methode des vorigen Paragraphen die Größen ^, q\ ^" er- 
mittelt sind. 

Die Transformationsformeln sind hiermit strenge zwar nur für Kanten, nicht 
für Flächen eines Kristallpolyeders bewiesen, sie gelten aber auch für letztere 
in genau derselben Weise. Diese Tatsache wird bei der in § 69 zutage ge- 
tretenen Analogie zwischen Flächen und Kanten plausibel erscheinen und später 
noch klarer hervortreten (vgl. § 92). — Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall 
Q = q'= ^"= I (vgl. hierzu und bei Kenntnis der Determinantenformeln auch 
in anderer Beziehung die §§ 107 — 9, wo die aus Indizes und Axeneinheiten linear 
zusammengesetzten Ausdrücke den neuen Axeneinheiten gleich sind). 

Beispiel: DesCloizeaux und Schrauf haben für das Mineral Axinit ver- 
schiedene Aufstellungen gewählt und zwar nennt DesCloizeaux 132, 112, iio, 
110, was Schrauf als 100, 010, 001, in bezeichnet. Demnach hat man für die 
Des Cloizeauxschen Indizes der Schraufschen Einheitsfläche Ausdrücke zu schrei- 
ben, die sich linear zusammensetzen aus den Des Cloizeauxschen Indizes der drei 
anderen Flächen und den Unbekannten p, p', q", d. h. 

I = iß -j- iß'-|- iq" 

I =3?+ ie'+ 1^" 

O = 2ß -j- 2g'+ O. 

Hieraus findet man für die Unbekannten: 

Q ==1/2 
(> = 1/2 

Nunmehr hat man die Größen /, ^, ^ Ausdrücken gleich zu setzen, die sich 
nfittels der Koeffizienten, jedoch mit ß, q', q" an homologer Stelle multipliziert, 
aus den x^y^z linear bilden lassen, man findet also: 

X ■ X y 

2 22. 

2 

r= 2 '^x+2 ' ^y r = x — y. 

Es stimmen diese Transformationsformeln mit den von Hintze angegebenen 
bis auf einen in den Rechnungen sich heraushebenden Proportionalitätsfaktor 
überein. 
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ni. Abschnitt. 

Stereographische Projektion und Berechnung 

von Polfiguren. 

8. Kapitel. 

Allgemeines Über stereographische Methoden. 

§ 78. Bemerkung über schiefe Kreiskegel. Die Peripberiepunkte eines 
Kreises mögen mit einem vertikal über dem Kreiszentrum K stehenden 
Punkt verbunden werden; liegt die Kreisebene horizontal, so sind alle 
»Axenschnitte«, d. h. alle durch KO gelegten Schnittebenen des so ent- 
standenen »geraden Kreiskegels« einander gleichberechtigt, jede derselben 
zerschneidet den Kegel in zwei spiegelbildliche Hälften. Bei schräger Lage 
der Kreisebene entsteht ein »schiefer Kreiskegel«, in ihm ist unter diesen 
Schnittebenen zwar noch diejenige, welche durch die Axe KO und die 
Höhe h des Kegels geht, Symmetrieebene, aber keine weitere (Fig. 39). 

AB sei die Schnittlinie der Symmetrie- 
ebene mit der Kegelbasis, so schneidet 
offenbar jede der Kegelbasis parallele 
Ebene diese Ebene in einer zm AB 
parallelen Linie. Gleichzeitig trifft diese 
Parallelebene den Kegel in einem Kreis 
und wir fragen jetzt: Ist die Gesamt- 
heit dieser »Kreisschnittsebenen« da- 
durch erschöpft, daß wir die gesamten 
Parallelen zu ^^ ziehen und durch sie 
Parallelebenen zur Basis (welche auch 
durch Errichten von Ebenen senk- 
recht auf der Ebene OAB erhalten 
Schiefer Kreiskegel, wcrdcn) konstruiercn? Es läßt sich 

zeigen, daß dieses nicht der Fall ist, 
sondern daß auch alle Ebenen, welche auf der Dreiecksebene OAB derart 
senkrecht errichtet werden, daß sie antiparallel z\x AB verlaufen, den Kegel 
in Kreisen schneiden. Als antiparallel bezeichnen wir hierbei — wie üblich — 
jede Linie, die gleichgerichtet ist mit der Linie A B\ welche aus AB bei 
einer Umklappung um hervorgeht, so daß die durch diesen Punkt gehen- 
den Dreiecksschenkel vertauscht werden (Fig. 40). 

Zum Beweise lege man eine Parallelebene zum Kreise K durch einen Punkt /J 
der beliebig auf jener Schnittkurve S angenommen sei, welche die antiparallele 
Normalebene aus dem Kegel ausschneidet. Diese Parallelebene ist in Fig. 41 





Fig- 39. 



Gerader Kreiskegcl. 
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durch den über AB stehenden Bogen dargestellt; sie schneidet die zur Kurve 
S gehörige Ebene in einer Geraden, welche senkrecht auf der Ebene OAB 
stehen muß, und AB m M treffen möge; auch die Schnittlinie B'Ä der 5- Kurve 





Fig. 40. 

Zwei antiparallele Linienscharen. 



Fig. 41. 
Die beiden Kreisscharen eines schiefen Kreiskegels. 



mit Ebene OAB muß durch M gehen. Nun ist MP^^=^ AM ' MB^ da ja 
parallel diesen Linien ein Kreisschnitt verläuft; aus dem Antiparallelismus folgt 
aber, daß BfMA ähnlich BMA, also AM- MB = AM- MB\ folglich MP''^ 
AM ' MB*. Daß diese Bedingung ftir jeden Punkt der »S-Kun^e erfüllt wird, ist 
nur möglich, wenn dieselbe Kreisform besitzt (Euklid, Elem. 3. Buch.) 

§ 79. Drei Fundamentaleigenschaften der stereographischen Projelction. 

a) Hilfssatz: Unter Benutzung dieser Eigenschaften der Kreiskegel werden 
sich fast alle Gesetzmäßigkeiten der stereographischen Projektion aus folgen- 
dem* Hilfssatz ergeben: Die Winkel, welche ein projizierender Strahl beim 
Durchstoßen des Äquators und der 
Kugeloberfläche bildet, sind einander 
gleich. Oder anders ausgedrückt: 
Die Meridianebene des projizierenden 
Strahles AS {■= Zeichnungsebene 
der Fig. 42) schneidet die im Durch- 
stoßpunkt A des Strahles konstruierte 
Kugeltangentenebene und die Äquator- 
ebene in Linien, PA und PL, welche 
mit dem projizierenden Strahl selbst 
ein gleichschenkliges Dreieck [PAL) 
bilden. Denn sowohl der bei L als 
auch der bei A liegende Winkel die- 
ses Dreiecks wird durch OSL zu 90" 

ergänzt, ersterer weil Winkel OSL in dem durch diese drei Eckpunkte 
gelegten rechtwinkligen Dreieck zusammen mit jenem vorkommt, der bei A 
liegende Winkel aber deshalb, weil Winkel OSL = OAS und letzterer wegen 
der senkrechten Lage von OA zu ^P das Komplement des Winkels LAP ist. 




Fig. 42. 

Winkel, welche ein projizierender Strahl mit der 
Kugclobcrfläche und dem Äquator bildet. 
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bj Die stereographische Projektion ist eine Kreisverwandt- 
schaft Es möge ein Kugelkreis K stereographisch in die Ebene über- 
tragen werden, so bilden die Projekt ionsstrahlen einen schiefen Kreiskegel, 
dessen Höhe in der Meridianebene des Zentrums von K liegt. Aus a) folgt 
aber die Gleichheit der Winkel, welche der durch den Flächenpol (§ 4) von 
K gehende Projektionsstrahl mit der -AT- Ebene und Äquatorebene bildet und 
damit ergibt sich nach dem vorigen Paragraphen sogleich, daO die zweite 
Kreisschnittschar dem Äquator parallel geht. 

c) Satz über den Bildpunkt des konjugierten Pols eines Kugel- 
kreises. Es möge über der Verbindungslinie der Punkte A und -ß, in 
welchen die von einem beliebigen Punkt R beschriebenen Tangentialebenen 
die Konstruktionskugel berühren, als Durchmesser ein zur Zeichnungs- 
ebene (Fig. 43) senkrechter Kreis konstruiert werden, welcher im allgemeinen 




F»g- 43- 

Bildpunkt des einem Kleinkreis konjugierten Pols. 



als Kleinkreis der Kugeloberfläche aufzufassen ist, so heißt R der konjur 
gierte Pol dieses Kreises AB m bezug auf die Kugel. Durch R legen wir 
eine Parallele zum Äquator, welche SL und SBM bezüglich in / und ni 
schneiden möge. Nach unserem Hilfssatz sind AR und IR die Schenkel 
eines ersten, ER und mR die eines zweiten gleichschenkligen Dreiecks, 
da außerdem RA=^RBj so folgt IR = Rm\ daher geht SR durch die 
Mitte von MLj so daß wir sagen: Der Bildpunkt des konjugierten Pols eines 
Schnittkreises [AB) ist der Mittelpunkt eben jenes Kreises, durch welchen 
der Schnittkreis stereographisch abgebildet wird. 

d) Die stereographische Projektion ist eine winkeltreue Ab- 
bildung, d. h. zwei Kugelkreise schneiden sich unter dem gleichen Winkel 
wie ihre Bildkreise; natürlich können diese Winkel sowohl auf der Kugel 
wie in der Ebene durch die Winkel der Tangenten ersetzt werden, welche 
im Schnittpunkt L resp. ;;/ der Kreise an diese gelegt werden (Fig. 44); wir 
fragen, um unseren Satz zu beweisen: Wie wird das Flächenelement, welches 
die Kugel mit ihrer in L konstruierten Tangentialebene gemeinsam hat, 
abgebildet? Zur Zeichnungsebene machen wir diejenige durch L gehende 
Diametralebene, welche die Tangente LI eines der abzubildenden Kreise 



8. Kapitel: Allgemeines über stereographische Methoden. 



6i 




Fig. 44. 
Winkeltreue der stereogiapbischen Abbildung. 



.enthält, so daß also das Flächenelement L die Zeichnungsebene unter 
rechtem Winkel .trifft. Unserem Hilfssatz zufolge wird aber das Tan- 
gentenelement der Linie Z/ so im Äquator abgebildet, daß sein Spiegel- 
bild in bezug auf einen durch 
/ senkrecht zu SL gelegten 
Spiegel entsteht (seine Trace Iq 
in Fig. 44 ist gestrichelt). Da- 
her haben wir senkrecht zur 
Zeichnungsebene drei Ebenen: 
erstens das abzubildende Flä- 
chenelement Zr, zweitens sein 
Abbild bei m^ drittens den durch 
Iq gehenden Spiegel, in bezug 
auf welchen, wie wir jetzt sehen, 

die Flächenelemente L und m spiegelbildlich liegen; bei einer solchen 
Spiegelung kann sich aber der Winkel der beiden in dem Flächenelement 
L liegenden Kreisbogenelemente, von denen wir ausgingen, nicht ändern, 
womit unser Satz bewiesen ist. 

§ 80. Spezielle Fälle. Folgende Beispiele werden beim Aufsuchen 
stereographisch einander entsprechender Gebilde sich als nützlich erweisen. 

a) Was entspricht einem in der Projektionsebene konstruier- 
ten System paralleler Linien auf der Kugel? Jeder einzelnen der- 
selben entspricht derjenige Kreis, welcher bei ihrer Verbindung mit 5 auf 
der Kugel abgeschnitten wird ; nur der durch den Nullpunkt der Projektions- 
ebene gehenden Geraden des Systems wird ein größter Kugelkreis zu- 
gewiesen, allen übrigen ein Kleinkreis. Je weiter vom Nullpunkt entfernte 
Gerade der Projektionsebene betrachtet werden, um so kleiner wird der 
zugehörige Kugelkreis, und zieht sich schließlich für die unendlich ferne 
Gerade des Systems in einen einzigen Punkt zusammen. Jeder einzelne 
der Kreise geht durch den Punkt 5 hindurch, denn unter den Verbindungs- 
strahlen der zugehörigen Geraden mit S befindet sich auch eine Kugel- 
tangente (nämlich die Verbindungslinie von S mit dem unendlich fernen 
Punkt der Linie); durch diese Verbindungslinien aber wurde der Kreis er- 
zeugt. Außer 5 haben niemals zwei Kreise einen Punkt gemeinsam, denn 
einem derartigen Schnittpunkt würde ein (nach § 79 unter gleichem Winkel 
erfolgender) Schnitt zweier Geraden des Systems entsprechen. Die Kreise 
berühren sich also in dem Punkte 5, welcher dem allen Parallelen gemein- 
samen unendlich fernen Punkt (§ 20) entspricht. 

b) In der Projektionsebene sei durch den Nullpunkt ein Linien- 
•büschel gelegt; was entspricht demselben auf der Kugel? Wie 
bekannt, werden größten Kugelkreisen, welche die A^-5-Punkte gemeinsam 
haben, durch den Nullpunkt gehende gerade Linien zugewiesen, daher 
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schließen wir sogleich: Unserem Ltnienbüschel entspricht ein Büschel 
größter Kreise mit den gemeinsamen Punkten N und S. 

c) Was entspricht auf der Kugel einem System konzentrischer 
Kreise der Projektionsebene, deren Mittelpunkt ist? Diese 
Kreise können als Abbilder des Systems sämtlicher gerader Kreiskegel mit 
vertikaler Axe aufgefaßt werden, deren Spitze in 5 liegt, resp. als Abbilder 
des Systems horizontaler Kleinkreise, d. h. Breitenkreise der Kugel. Das 
unter b) genannte Linienbüschel zusammen mit dem jetzigen Kreissystem 
teilen die Ebene in ein Netz rechteckiger Felder, das sc^enannte Polar* 
koordinatennetz; jeder rechteckigen Masche, welche von zwei Paaren nächst- 
liegender Linienelemente begrenzt wird, entspricht auf der Kugel die recht- 
eckige Masche der beiden zugehörigen Kreispaare und wir können sagen: 
Dem Polarkoordinatennetz der Projektionsebene ist die durch Meridiane und 
Breitenkreise gemäß b) und c) abgegrenzte Felderteilung auf der Kugel 
stereographisch zugeordnet. 

d) In der Projektionsebene sei ein Linienbüschel durch einen 
außerhalb befindlichen Grundpunkt P gelegt; was entspricht 
demselben auf der Kugel? Es ist das Linienbüschel mit S zu verbin- 
den und der Schnitt des so entstandenen Ebenenbüschels, dessen Träger 
die Linie SP ist, mit der Kugel zu verfolgen. Alle Schnittkreise gehen 
demnach durch die Durchstichspunkte P' und 5 dieses Trägers auf der Kugel. 
Die Punkte P* resp. 5 entsprechen stereographisch den beiden Punkten, 
durch welche alle Linien des gegebenen Büschels hindurchgehen, d. h. dem 
Punkte P und dem unendlich fernen Punkte der Projektionsebene. 

e) Was entspricht einem Polarkoordinatennetz, das in der 
Projektionsebene um einen außerhalb befindlichen Grund- 
punkt P gelegt wird? Die Kreise des Netzes werden durch ein Kreis- 
kegelsystem ähnlich wie im Fall c), die Geraden des Netzes aber durch ein 
Büschel mit der Axe SP aufgenommen. Auf der Kugel werden dadurch 
zwei Systeme von Kleinkreisen ausgeschnitten, das eine ist das durch 5* 
und P gehende Kreisbüschel (§8od), das andere lagert sich um den Punkt/*', 
sowie um den Punkt S herum, indem die Kugelkreise, welche den unweit 
P gelegenen Kreisen der Projektionsebene entsprechen, den Punkt P* ap- 
proximieren, während die von P sehr weit entfernten Kreise der Projek- 
tionsebene durch sehr flache Kegel von 5 aus aufgenommen werden und 
daher in der nächsten Umgebung dieses Punktes auf der Kugel abgebildet 
werden. 

f) Wie werden die Bildkreise in der Projektionsebene kon- 
struiert, welche einem Büschel von äquidistanten Großkreisen 
der Kugel entsprechen, dessen Grundpunkte 6^,, G^ in der Pro- 
jektionsebene selbst liegen? Die Kugel werde in derjenigen Meridian- 
ebene, welche senkrecht auf der Verbindungslinie der Grundpunkte (d. h. 
auf der Büschelaxe) steht, durchschnitten, die Büschelebenen liefern dadurch 
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etwas genauere, aber umständlichere, Konstruktionsarten Methoden in klei- 
nerem Druck angegeben. 

a) Gegeben zwei Flächenpole / und/' in der Projektionsebene; 
gesucht das Bild des zugehörigen Zonenkreises. Konstruktion: 
Bringe die Grundkreise des festen und beweglichen Blattes zur Koinzidenz, 
drehe letzteres so, daß / und /' in demselben Kreise des Meridiansystems 
liegen und übertrage diesen Meridiankreis auf das Zeichnungsblatt. — Probe 
für die Richtigkeit der Konstruktion: Die Schnittpunkte des gefundenen 
Kreises müssen Endpunkte eines Durchmessers des letzteren sein (§ 64). 

Oder (Fig. 46) : schlage um einen beliebi- 
gen Punkt s der auf //' errichteten Mittel- 
senkrechten einen Kreis mit sp als Radius, 
welcher den Grundkreis in / und u treffen 
möge. Durch den Schnittpunkt Z von /» 
und //' lege man einen Durchmesser LO 
des Grundkreises, dessen Mittelsenkrechte 
mit der auf //' errichteten in iV zum 
Schnitt komme. Der um iV mit N^ 
(oder Np') beschriebene Kreis ist der ge- 
suchte. — Der Beweis ergibt sich daraus, 
daß Z Punkt gleicher Potenzen fiir den 
Grundkreis und das durch //' gehende 
Kreisbüschel (Fig. 46) ist; wenn man daher 
einen beliebigen Punkt ^ des Äquators mit Z 
verbindet, so liegt der zweite gemeinsame 
Punkt des Äquators und der Verbindungs- 
linie Z^ stets auf dem durch /, /', q 
gehenden Kreise. Wählt man ^ speziell als Endpunkt des durch Z gehenden 
Grundkreisdurchmessers, so muß Kreis //V diesen Durchmesser als Sehne über- 
spannen und ist somit der gesuchte. 

b) Gegeben die Projektion eines Zonenkreises/; gesucht die- 
jenige ihres sphärischen Pols. Konstruktion: Bringe im festen und 
beweglichen Blatt die Grundkreise miteinander und den Kreis / mit einem 
Meridian zur Koinzidenz und bestimme den Punkt der Geraden Im (Fig. 45), 
der um 90° von den koinzidierenden Kreisen absteht; dieser ist der gesuchte. 
(Konstruktion ohne Netz vgl. Reusch, Kap. 2.) 

c) Gegeben zwei Flächenpole P und P' durch ihre Bilder / 
und /'; gesucht der Winkel //'. Derselbe beträgt so viele gewöhn- 
liche Grade, als man stereographische zwischen / und /' ablesen kann, 
sobald beide Blätter in die unter a) angegebene Lage gebracht werden. 

Die Konstruktion ohne Anwendung der Netze beruht darauf, daß der sphä- 
rische Pol Q des zu PP' gehörigen Großkreises und der Augenpunkt S eine Ver- 
bindungsgerade liefern, durch welche sich ein auf dem Äquator und dem Kreis 
PP' übereinstimmende Punktreihen abschneidendes Ebenenbüschel legen läßt. 
Anderseits stellen sich die Ebenen dieses Büschels in der Projektion als gerade 
Linien ^/, ^/' dar (wo ^ das stereographische Abbild von Q ist). Es gibt also 



Fig. 46. 

Durch zwei gegebene Flächenpole-/ und /' 
gehender Zonenkreis. 
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dasjenige Äquatorbogenstück ss\ welches zwischen den zu verlängernden Geraden 
ff und /'f liegt^ den gesuchten Winkel an» Daher Konstruktion: Bestimme ^ 
nach § 82 b, ziehe die Geraden, ^/, f/, welche den Grundkreis in s, s' schnei- 
den, dann ist Bogen ss' dem gesuchten Winkel gleich. 

d) Gegeben die Projektionen p und p' zweier Zonenkreise s 
und £r'; gesucht die Projektion des auf beiden Kreisebenen zu- 
gleich senkrecht stehenden Zonenkreises. Man muß denjenigen Kreis 
K der Projektionsebene suchen, dessen Peripherie um 90 stereographtsch 
projizierte Grade von dem Schnittpunkt//' absteht; alsdann wird der Winkel 
p/>' gleich dem zwischen / und p' liegenden Bogenstück des Kreises K sein 
(und in stereographischem Maß ausgemessen werden können), so daß diese 
Aufgabe gleichzeitig eine Lösung derjenigen liefert: Gegeben zwei Zonen- 
kreise; gesucht die Größe des von ihnen gebildeten Winkels. Konstruk- 
tion: Man lege das bewegliche Blatt konzentrisch so auf das feste, daß die 
Gerade Im (Fig. 45) durch den Schnittpunkt //' geht und übertrage den- 
jenigen Kreis des Meridiansystems, welcher um 90° (gemessen längs der 
Geraden im in stereographischem Maß) von dem Punkt //' absteht. 

e) Gegeben die sphärischen Koordinaten (Länge und Breite) 
eines Flächenpols; gesucht seine Lage in der Projektionsebene. 
Konstruktion: Lege das bewegliche Blatt konzentrisch so au( das feste, daß 
derjenige Grundkreisdurchmesser, welcher die gegebene Längenkreisprojek- 
tion überspannt, mit der Geraden /m koinzidiert, messe auf ihr in stereo- 
graphischem Maße so viele Grade ab als die Koordinaten betragen und 
übertrage den Endpunkt, derselbe ist der gesuchte. 

Über weitere Anwendungen dieser Netze, besonders zum Kristallzeichnen 
vgl. Zeitschr. f. Kryst. 41, S. 164. 1905. 

9. Kapitel. 

Doppelverhältnisse zur Berechnung von Polfiguren» 

§ 83. Für die geometrische Kristallographie sind einige Sätze der 
neueren Geometrie von fundamentaler Bedeutung, zu deren Einführung wir 
zunächst den Begriff des Doppelverhältnisses für vier Punkte A^ B, C^ D 
einer Geraden definieren: Den Abständen dieser Punkte legen wir eine 
bestimmte Richtung und zwar diejenige vom Anfangspunkt nach dem 
Endpunkt*) bei, so daß z. B. AB '\- BC -^ CA ^=- o\ alsdann bezeichnet 



*) Im folgenden Paragraphen wird das Beispiel Wichtigkeit erlangen, daß AB (Fig. 47; 
durch CnndZ? im gleichen Verhältnis (i4J/:^A^ innerlich und äußerlich geteilt wird; hierzu 
sei nämlich durch A eine beliebige Strecke AM gelegt, auf einer durch B gelegten Parallelen 
zn AM seien nach beiden Seiten gleiche Längen BN ^ BP abgetragen, schließlich MN und 
MP mit A B zum Schnitt gebracht, und so der Punkt C nebst D entstanden. Die Vorzeichen- 
rfigel des Textes besagt dann, daß BN'= -^ BP. Da nun aber AM\BN^AD\BD 
und AM'.BPz^AC.BC, so folgt durch Division AC/BC : ADjBD = — i, 

Sommer feldt, Geometr. Kristallogr. t 
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Fig. 47- 

Doppelverhältnis von vier Punkten und Strahlen. 
Harmonische Lage. 



man als Doppelverhältnis der vier Punkte den Quotienten der beiden 
Verhältnisse ACiBC und AD: BD und benutzt das Symbol [AB CD] 
zur kürzesten Bezeichnung desselben, so daß {ABCD) = AC/BC: AD/BD 

= AC'BD/BC'AD. Von vier 
Punkten läßt sich der Begriff 
des Doppelverhältnisses leicht 
auf vier Strahlen eines Büschels 
übertragen, indem wir zeigen 
wollen, daß vier behebige Punkte 
ihr Doppelverhältnis nicht än- 
dern, wenn dieselben sich so be- 
wegen, daß irgend vier Strahlen 
eines Büschels, etwa O(ABCD) 
von ihnen durchlaufen werden 
(Fig. 47). Es wird also alsdann 
das Doppelverhältnis der vier 
Strahlen als dasjenige ihrer 
Schnittpunkte mit irgend einer 
Geraden, etwa ÄBCn, be- 
zeichnet werden können. Setzen wir nämlich ^AOC^=^a^ ^BOC= ß^ 
^AOD = yj ^BOD= d, so folgt aus dem Sinussatz: 

A C sin a : sin OAD AD sin y : sin OAD 

BC~ sin ß: sin OBÄ' BD ~ sin d : sin OBÄ 

wo links die gemeinsame Seite sich fortgehoben hat, und durch Division: 

» 

AC AD sin of sin y 

~BC'BD^sm~ß''sind' 

Da dieser Ausdruck von der Lage der Punkte A', B\ C, D ganz unab- 
hängig ist, und nur die Winkel unserer vier Strahlen enthält, so muß offen- 
bar auch [ÄECU] denselben Wert haben wie [AB CD) und zugleich 
sehen wir: Das Doppel Verhältnis von vier Strahlen wird auf ganz dieselbe 
Weise aus den Sinussen der Winkel gebildet, wie dasjenige von vier Punkten 
aus ihren Abständen. 

§ 84. Harmonische Lage. Wird die Reihenfolge der vier Elemente ge- 
ändert, so kann das Doppelverhältnis dadurch ebenfalls eine Änderung er- 
fahren; wie man durch Ausrechnen sofort bestätigt, ist [ABCD)=i/{A BD C)y 
so daß Unabhängigkeit von der Reihenfolge, d. h. die Gleichung (AB CD] == 
[ABDC) nur besteht, wenn entweder {ABCD) = i, oder {ABCD) = —i 
ist, denn diese beiden Zahlen sind die einzigen, die ihren reziproken 
gleich sind. Der Wert [AB CD) = i wird erreicht, wenn zwei der 
Punkte — etwa C und D — zusammenfallen, in der Tat folgt alsdann: 
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(ABCD) = ADIBD\ADIBD. Wenn aber durch C die Strecke AB m 
demselben Verhältnis innerlich, wie durch D äußerlich geteilt wird (vgl. 
Anmerkung des vorigen Paragraphen), so erlangt das Doppelverhältnis den 
Wert — I, man sagt alsdann, die vier gegebenen Punkte befinden sich in 
harmonischer Lage und kann folgern: Beträgt der Wert eines Doppelverhält- 
nisses für vier Punkte + i so fallen zwei derselben zusammen, beträgt 
derselbe — i so liegen dieselben harmonisch. Natürlich läßt sich auch 
dieser Satz auf Strahlen übertragen. 

§ 85. Die Axenlängen als Funktionen der Richtungslcosinusse. Sind die 

Winkel zwischen drei Flächen A^ i?, C gemessen, deren Schnittkanten als Axen 
a^b^c gewählt werden, sowie ihre Winkel 
mit einer vierten P, welche nicht parallel ä, 
b oder c gewählt sei, sondern die Axen- 
abschnitte q = ajh^ r = b/k, s = c/l erlan- 
gen möge, und bedeutet p diejenige 
Flächennormale, welche durch den Flächen- 
pol von P geht, so folgt (Fig. 48): cos/"a 
= p:qj cos p'^b = p:rj cos p^c ^= p:s, 
Drücken wir (nach § 71) die Axenabschnitte 
durch die Axeneinheiten und Indizes aus 
so folgt: hj cos p^a : kl cos p^b : Ijcosp^c = 
a:b\c. Diese Formeln finden für recht- 
winklige Axenkreuze mit Vorteil Verwen- 
dung, sonst dagegen sind die Formeln des 
folgenden Paragraphen zweckmäßiger, da 
für schiefwinklige die Richtungskosinusse 
nicht direkt aus den Flächen winkeln ohne 
Rechnung entnommen werden können. 




Fig. 48. 

Zusammenhang zwischen Axenelementen und 

Polfigur, 



§ 86. Die Axenlängen berechnet aus der Polfigur. Die Axenabschnitte 

r und q sind den Sinussen der Winkel proportional, welche die Schnitt- 
kante pc von P und C mit den Axen a und b bilden, d. h. * q\r^= 
ajh : bjk = s\npcb:smpca. Die Winkel des zu P gehörigen Tetraeders fin- 
den sich nun auch auf der Polfigur wieder, denn bezeichnen A^ By C die 
Axenebenen, Ay B, C ihre Flächenpole und P den Flächenpol von P, so 
sind die zugehörigen Kugelradien bezüglich die Normalen von AyBj CjP. 
Nun ist die Diametralebene, welche A und B verbindet, senkrecht auf der 
Schnittkante von A und B^ d.h. AB senkrecht auf der Axe c^ indem durch 
^ der zwischen den Flächenpolen jener Flächen liegende Bogen bezeichnet 
wird, aufweiche sich das Symbol bezieht.' Analog sind die Ebenen BCJl a, 
CA ± b. Ferner ist OPC auf der Tetraederkante /c, welche durch den Schnitt 
von Cund P entsteht, senkrecht (Fig. 48) analog PA l-pw, PB Lpi,\ da nun 

5* 
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der Sinus eines Winkels gleich dem Sinus des von den Normalebenen seiner 
Schenkel gebildeten Winkels ist, so geht * über in: 

q:r = alh: bjk = sin PC^ CA : sin PC^CB, 
ebenso folgen zwei analoge Gleichungen: 

r\s = blk:cll = sin PA^ AB :s\n PA^aT: 
s:g=c/l : ajk = sin PB^BC: sin PB^ BA, 

Man könnte diese Formeln »Sinussatz der Polfigur c nennen, da sie in 
einer Übertragung des auf je eine Axenebene angewandten gewöhnlichen 
Sinussatzes auf die zugehörige Polfigur bestehen. 

§ 87. Anwendung. Zum praktischen Gebrauch setze man ^=1, dann 
folgt: 

_ _Ä sin PCÄ _ l sin PÄ C ^ 

^ ~ >6 sin PCB ' ^~~k ^PJb * 

Der Einfachheit wegen seien die beliebig wählbaren Indizes //, >&, / sämtlich 
= I gesetzt, die vierte P der gemessenen Flächen also zur Einheitsfläche 
gewählt; die drei Winkel zwischen diesen und den Koordinatenebenen, d. h. 
PA^ P^B^ P^C^ sowie zwischen letzteren untereinander seien gemessen. 
Man wird alsdann im Dreieck PCA zwei, im Dreieck PBC und PAB ]t 
einen Winkel aus den drei Seiten zu berechnen haben, um die letzten For- 
meln des Textes anwenden zu können; und zwar — da das graphische 
Verfahren meistens nur annähernde Resultate liefert — nach den üblichen 
(in diesem Buche z. T. in § 99 genannten) Formeln der sphärischen Trigono- 
metrie. Diese Methode versagt, wenn die vierte Fläche einer Axe etwa der 
^-Axe parallel ist; zwischen vier solchen Flächen existieren nur vier voneinander 
unabhängige Winkel. Daher muß, um die Formenreihe im asymmetrischen 
Fall festzulegen, noch ein fünftes Bestimmungsstück bekannt sein, also noch 
eine fünfte Fläche gemessen worden sein. Hier ist besonders wichtig de 
Fall, daß die fünfte Fläche einer anderen Axe — etwa der ^-Axe — 
parallel läuft; man kann ihn durch elementare Rechnung erledigen; vgl. 
auch die folgenden Paragraphen, 

§ 88. Beziehung zwischen den Indizes dreier tautozonaler Flächen Py /^, F' 
(resp. komplanarer Kanten). Sind 17, x, A die Indizes der gemeinsamen Zone 
dieser drei Flächen, so können wir auf dreierlei Art Größen, die diesen 
proportional sind, bilden, nämlich durch Herstellung zweireihiger Determi- 
nanten aus den Indizes je zweier der drei gegebenen Flächen, daher muß, 
wenn r, ^ Proportionalitätsfaktoren bedeuten: 

Tj = r(k'r— i'k") = /{k"i — rk) 

X = r[VU'—lir] = r'{ni—h"l) 
l = r[h'k"— k'h") = r'[/i'k — k"h] 
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sein. Hieraus folgt durch Division der beiden ersten Zeilen: 

oder in der Bezeichnung des § 72 

'Fr'k \P"P\ 



P'F"^k \P'P 



Offenbar läßt sich durch analoge Divisionen auch zyklisch (§ 8) entspre- 
chende Gleichheit nachweisen, so daß in dieser Formel dreier tautozonaler 
Flächen der Affix bei dem Symbol | | ganz fortgelassen und die letzte 
Gleichung abgekürzt werden kann zu: 

Fr\ \FP'\k \FP'\k \FP'\i 



\P'P \~\P'P\k \P'P\k \P'P \i 

§ 89. Das Doppelverhiltnis als Funktion der Indizes. Die Ausdrücke des 
§ 85 für die Indizes wenden wir auf die drei ersten der tautozonalen Flächen 
-P, jP', P\ P^ an, indem wir die Proportionalitätsfaktoren (die keineswegs für 
alle Flächen gleich angenommen werden dürfen) mit r, r', r" bezeichnen. 
Die Formeln lauten alsdann: 

h = ar cos p^a^ k = br cos p'^b , l z=i er cos p'^c 
k* = a/cosp'^a^ k'^= b/cosp"^b^ /'= et' cos p'^c 
h'=^arcospa^ k = brcosp b^ l=^ercosp c. 

Diese Beziehungen benutzen wir dazu, statt der Indizes /, /', /" die 
Winkel in die Tautozonalitätsbedingung einzuführen, welche wir schreiben 
können: 

i [k'k"— k'fi') + - [h"k — k"h) + --' [hk'— kh) = 0. * 

Nun steht es frei die c-Axe, deren Kugeldurchstoßpunkt Z sei, in der 
Ebene PP'P" anzunehmen (Fig. 49), und zwar um 90° von dem Flächen- 
pol P' entfernt; bei dieser Wahl verschwindet cos p'^c und auch Z'/^, 
während cosp^e = sin PP\ cos P'Z = cos (90° — P'!^) = — sin P"P' wird, 
was bei der Einsetzung der Werte für //c und r/c zu beachten ist; daher 
folgt aus Gleichung *: 

rsmPP{A'k"—k7i') = r"sin P"P'(A/t'— k/i') 
oder 

r_ sin PP' _ \_PP^\^ 
r"' sinP'P''^ YP'P^Vi' 

Nimmt man eine vierte Fläche P^ derselben Zone anstatt P\ so folgt 
analog: 

r_ s\n PP, _ I PP, '/ 

r"' lmP"P~ \PJ'"\i ' 
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folglich durch Division der beiden letzten Gleichungen: 

sin PF , sin PP^ \ PP' \i \ PP^ 




sin F'P' • sin P"P^ ~ \ P'F\i ' | P"P, |/ 

§ 89 a. Doppelverhältnisse zur Berechnung tautozonaler Fl&chen. a) Aus 

zwei Winkeln zwischen vier tautozonalen Flächen, deren Indizes 
bekannt sind, die übrigen Winkel zu berechnen. Sind P, P', /\, P^ 
die vier gegebenen Flächenpole, so formen wir durch folgende Identität 
ihr Doppelverhältnis in einen Ausdruck, welcher nur drei Winkel explicite 
enthält, um: 

sin FP, . sin PP, _ ctg PF— ctg PP ^ 

sin FP^ ' sin PP, ~ ctg PF— ctg PP^' 

Die Richtigkeit dieser Identität ergibt sich, 
sobald man rechts cos : sin statt ctg setzt und die 
doppelten Brüche beseitigt, denn dadurch, erlangt 
Fig. 49. die rechte Seite den Ausdruck: 

Pole von vier tautozonalen Flächen. * r» 7~t nrv r»r-k*n7V^«r>rt 

Sin PP^ cos PF — cos PP^ sin PF ^mPP^ 
smP^P cosFP — cosP^P sinFP ' sin PP,' 

welcher dem Additionstheorem der trigonometrischen Funktionen zufolge 
in das links stehende Doppelverhältnis übergeht. Somit folgt das Resultat: 

ctgPF-ctgPP, _\FP,U,\PPA,_ \FP,U ,\PPAk_ \FPA,JPP,U 
ctgPF—ctgPP, \FP,\;,' IPP^U-^ \FP,\,"\PP,\j,~ \FP,\i' \PPJ,/ 

h) Gegeben die Winkel zwischen vier tautozonalen Flächen 
und die Indizes der drei ersten [P, P^, /*"); gesucht die Indizes 
der vierten Fläche F, 

In diesem Fall kann man das Doppelverhältnis (PFF'P^) aus den Winkeln 
berechnen und zwar entweder nach den Sinusformeln des § 83 oder nach den 
Kotangentenformeln des vorigen Paragraphen *). Sodann setzen wir die Gleichung 
des § 89 an: 

PF\^ PP, I kl'— Ik' , kl^ — Ik^ 



[PF F'P,] = 



P"F\ • I F'P, I kY— rk' • H'l,— fk. 



Die linke Seite und der zweite Bruch der rechten Seite sind bekannt, daher 
schreiben wir kürzend für das Produkt derselben einen einzigen Buchstaben TT, 
im ersten dagegen kommen zwei unbekannte Größen /', k* vor, jedoch so, daß 
ihr Verhältnis [k' ft) berechenbar wird, sobald wir die Identität 

kV — Ik' _ k — l(k'ir) 
J'V^^t'k' ~ k"— l"[k'ir) 

einführen, denn dadurch folgt: n[k"—l"[k'll')] = k — l[k'll') und schließüch 



*J Die letzteren verdienen den Vorzngj da sie auch in solchen Fälleni in welchen erstere 
den unbestinunten Wert 0/0 annehmen, nicht versagen. 
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Ebenso wie das Verhältnis kjl kann auch Ijh und hlk berechnet werden. 
Nach § 88 ändert. sich J7 bei den zyklischen Vertauschungen nicht; fassen wir 
Gleichung 2 und die hiernach sofort angebbaren zyklisch entsprechenden zu- 
sammen, so folgt: 

h' :e : v=nH' —Ti\jiH'—k\ ur — /. 

Einfacher jedoch ist es, die unter a) abgeleitete Formel direkt zu benutzen. 

Setzen wir das Symbol der zu bestimmenden Fläche in der allgemeinsten 
Form [hkl) an, so würde zwar die rechte Seite dieser Gleichung mindestens 
zwei unbekannte Größen zugleich enthalten, indessen kommt es ja nur auf 
das Verhältnis derselben an (vgl. § 70), so daß wir einen der Indizes will- 
kürlich wählen können. Dadurch ist es stets erreichbar, aus § 90 a) Glei- 
chungen zu gewinnen, die nur je einen der beiden Indizes enthalten. Am 
einfachsten könnte es scheinen, den dritten Index = i zu setzen (wegen 
der Analogie mit § 70}. Es geht unsere allgemeine Gleichung dann über in: 

ctg/— ctg /, ^ ,a^— it<x . A< — jt ix ^ v — Vr . v—v^ ^ 

ctg/— Ctg/a [i — ^l/ f.i — ^t^ v'— vj v — v^ 

wo (/ii^i), (/«Vi), (i"x^xi)) («2^3!) die vier Flächensymbole sind. Indessen 
tritt alsdann gerade in besonders einfachen Fällen es öfters ein, daß die 
rechte Seite den unbestimmten Wert 0/0 oder cx>/oo erlangt (vgl. das fol- 
gende Beispiel) ; die alsdann notwendige Diskussion des wahren Wertes dieses 
Ausdrucks läßt sich meist dadurch, daß man statt des dritten den ersten 
oder zweiten Index = 1 annimmt, umgehen. 

Zahlenbeispiel: Bekannt seien die Winkel zwischen den vier tautozonalen 
Flächen a, a, ^, v beim Azurit und zwar sei (Dana, Syst. Min. 1900, p. 296) 
ö:(y = 42^50'; fl:^ = 87^36'; :z; = 153^471'; femer seien die Indizes dreier 
dieser Flächen bekannt, nämlich 0=100, ^=101, r=ooi. Gesucht werden 
die Indizes von v. Wegen der speziellen Lage der vorliegenden Zone muß der 
zweite Index von z/ = o sein; außerdem kann entweder der erste oder der dritte 
Index dieser Fläche willkürlich gewählt werden; setzen wir z. B. den ersten Index 
= I, den dritten = j, so haben wir folgende Schemata anzusetzen: 

[iioi lorii riiooioroi 

X , für \ac\ X , 

oJoiOOLlJ LoJOIOOLlJ 



für 1(7 



so daß folgt: 



[iioiiofii rinooioroi 

X , für |aH X , 

I )oy I o\.y J LI soy i oL^ J 

I— j' —y 



ctg 42^ 50 ^— ctg 87 ^36^ ^ — I . — j 
ctg 42^50'+ ctg 26^12^' I — y' — y 
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Da aber die linke Seite beim Ausrechnen den Wert 1/3 ergibt, so folgt: 

< = 3 oder V = • 

y « 

Wollte man hing^en sämtliche dritten Indizes der Einheit gleichsetzen und 
die Formel * anwenden, so hätte man das Flächensymbol von a zu schreiben: 
(i/«, o/tt, i)iini» = o. Da die linke Seite ebenso wie im vorigen Fall lautet, 
erhält man: 

I 

III u 



1/ / hm » = o 



oder f'a = — ^' 



i—^i 
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Det erste Fall liefert also (10 — |), der zweite ( — 201) als Flächensymbol. 
Beide Wege führen mithin zum gleichen Ziel, der zweite ist aber komplizierter. 



IV. Abschnitt. 

Mathematische Hilfssätze. 

10. Kapitel. 

Vektorprodukte und Determinanten. 

§ 90. ÄüDeres Produkt zweier Vektoren, a) Zueinander senkrechte 
Vektoren. Nachdem in den früheren Kapiteln die Addition der Vektoren 
eingeführt war, werden wir jetzt auch von Produkten derselben zu sprechen 
und hierzu die Ausdrucksweise der Elementarmathematik zu erweitern haben, 
daß ein Rechteck mit den Seiten a und 6 dem »Produkt« ad gleich sei. 
Diese Ausdrucksweise, die dort nur als eine Beziehung zwischen Zahlen 
aufzufassen ist, wird auf zwei Vektoren, falls dieselben ein Rechteck bilden, 
so angewandt, daß diesem Rechteck ebenso wie einem Vektor selbst drei 
Bestimmungsstücke zugeschrieben werden, nämlich erstens die Zahl, welche 
die Größe des Rechtecks aö angibt, ferner zwei Zahlen, welche die Rich- 
tung seiner Ebene festlegen (z. B. das Streichen und Fallen dieser 
Ebene oder zweckmäßiger die drei Kosinusse ^, , c^^ c^ der Rechtecks- 
ebene, gegenüber drei aufeinander senkrechten Koordinatenebenen, welche 
wegen der Relation cl + c\ + c\=^ i zwei unabhängigen Zahlen gleich- 
kommen). 
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b) Parallele Vektoren. Da das Rechteck zweier paralleler Vektoren, 
die ihren Anfangspunkt gemeinsam haben, verschwindet, so definieren wir, 
daß zwei parallele Vektoren den Wert o als äußeres Produkt besitzen sollen» 
Im Gegensatz zu einem Produkt zweier algebraischer Ausdrücke kann man 
also aus dem Verschwinden der äußeren Produkte nur folgern, daß ent- 
weder einer der beiden Faktoren gleich Null sein, oder einer dem andern 
parallel sein muß. 

c) Vorzeichenregel. Zum Unterschiede von einem gewöhnlichen Pro- 
dukte schließen wir ein äußeres stets in eckige Klammern; verstehen wir 
unter a, 4 zwei Vektoren, unter a^ b aber ihre Länge, so läßt sich das bis- 
herige Resultat dieses Paragraphen durch die Gleichungen ausdrücken: 

[ai] r= ab^ wenn a l^b^ 

[ai] = o, wenn a\b (falls weder a noch i verschwindet). 

Aus diesen beiden Formeln folgt, daß eine Umkehr des Vorzeichens 
stattfindet, wenn man in einem äußeren Produkt die Reihenfolge der beiden 
Faktoren umkehrt. In der Tat ist: [aü] = [a(B — a)] = [(a — B + i)(6 — a)], 
weil die zugefügten Summanden nur eine gleich Null werdende Vermehrung 
bedingen. Der letzte Ausdruck geht aber wegen [(a — i)(i — a)] = o über 
in [6(i — a)] oder — [6 a]. Demnach besteht ein weiterer wesentlicher Unter- 
schied zwischen einem äußeren Produkt und einem gewöhnlichen insofern, als 
letzteres seinen Wert bei einer Vertauschung der Faktoren überhaupt nicht, 
ersteres hingegen nur seinen Absolutwert nicht ändert, sein Vorzeichen aber 
wechselt. Es können Rechtecke von ganz ungleicher Form zu gleichen 
äußeren Produkten gehören, was mit dem analytischen Umstände korrespon- 
diert, daß ai = [a/«'«6], wo n eine beliebige Zahl ist. Die Vorzeichenregel 
deuten wir geometrisch so, daß wir dem Produkt [a6] den von a nach t 
gerichteten Drehungssinn, dem Produkt [Ja] hingegen den entgegengesetz- 
ten zuordnen und können sagen: Äußere Produkte zweier senkrechter 
Vektoren sind dann und nur dann gleich, wenn die von ihnen gebildeten 
Rechtecke gleiche Richtung, gleichen Inhalt und Drehungssinn besitzen. 

d) Äußeres Produkt beliebiger Vektoren. Bei Zuhilfenahme des 
vektoriellen Summenbegriffs (§ 75) genügen diese Definitionen bereits, um 
zwei beliebige Vektoren zu multiplizieren, und es zeigt sich: das äußere 
Produkt beliebiger zwei Vektoren ist dem von ihnen gebildeten Parallelo- 
gramm gleich. Zum Beweise zerlegen wir die zu multiplizierenden Vek^ 
toren a und 6 in die rechtwinkligen Komponenten a', a", 6', J", und finden 
zunächst rein analytisch wegen [a'i'] = [a"6"] = o, daß [afi] = [(V+a")(i'+ i")} 
= [ä'6"] + [« '6']- Diese Summe besitzt den Inhalt des gesamten schraffier- 
ten Gebiets der Fig. 50: denn zerlegen wir es in die beiden verschieden 
schraffierten Teile, so ist einer dieser Teile dem Rechteck \jSi!V'\ inhaltsgleich, 
der andere dem Parallelogramm, dessen Seiten a" und B sind. Dieses aber 
hat mit [a"B'] übereinstimmende Grundlinie und Höhe, ist also auch an 



||||Cli|fH*lS'itKKti'md@|^^'t überzeugt, daO auch der Utniaufssinn 
^JI^Bnfip JB ] S t Bis tW ^ dadurch bewiesen, denn das schraf- 
l'^til'^'w'i'ttni von n und i gebildeten Parallelo- 




^^^ "^l^'-®: 




1^1 Liegen die zu summierenden ParaUelo- 
ji^ eine Seite übereinstimmt, so ist ihre 

ilgleich, welches von c bei «ner Bewe- 

:^m beschrieben wird, was aus der analy- 

\- b]t] folgt. Hierdurch ist aber der 

_ stets ist es möglich zwei Parallelo- 

^^c3:eine Seite in bezug auf Richtung und 

■ta^^cSre in die Schnittkante beider Parallelo- 



3^te Radien einer Konstiuktionskugel ver- 

H; 1 besitzen, stets mit dem Affix t und 

ftels beliebiger Zahlen a, ß den linearen 

Ji 4- (^l|,l,- Wir nennen E den Durch- 

)^:aiif der Kugel ,d. h. den Endpunkt von 

jijnTgC: von {,, ^,. Es ist nun äußerst leicht, 

■^berfläche gelegenen Punkte gegeben 

" und damit auch ihre Resultiereode 

|ibinussatz besteht die Proportion: 

':; : smAE: s\aAB. 

.-«-jBWis^;^^'* ^'""^ ^-^- ^^- t^^~ Flädjconormalen 
t^<3]^^:^!^hlen a. i. (.'' eot^veder auf letzteren 
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auftragen, oder, wenn wir es vorziehen nur mit rationalen Elementen .der 
Kristallreihe zu operieren, den Proportionalitätsfaktor r sehr klein wählen 
und alsdann Flächenelemente von der Größe ra^ rß, rxp tangential in 
den Punkten Aj B^ E selbst der Kugel anfügen. Diese doppelte Auf- 
fassung entspricht der Möglichkeit, ein System von Vektoren zu ersetzen 
durch das System der auf ihnen senkrechten Flächen, wobei die relativen 
Größen zwischen homologen Längen und Flächeninhalteii einander gleich 
sein müssen. Das absolute Maß der Längen- und Flächeneinheit kann 
hierbei beliebig gewählt werden und es wurde nur deshalb letzteres als 
unendlich klein angenommen, um die Polfigur nicht durch Flächenstücke, 
welche aus der Kugeloberfläche hinausragen, unnötig kompliziert zu machen. 
Diese Vertauschbarkeit von Flächen und Flächennormalen ist nur eine 
ändere Ausdrucksweise des schon in § 68 erwähnten Dualitätsprinzips; in 
der Tat ist auch die vektorielle Additionsregel des vorigen Paragraphen für 
Flächen der in § 75 für Vektoren angegebenen ganz analog; die Übertrag- 
barkeit der in § 77 nur für Kanten direkt bewiesenen Transformations- 
formeln auf Flächen erscheint infolge der Addierbarkeit letzterer erst jetzt 
auch geometrisch unmittelbar berechtigt. 

§ 93. Baryzentrische Auffassung. In vielen Fällen ist es sehr anschaulich 
zur geometrischen Interpretation des Vorigen die Grundbegriffe der Mechanik 
heranzuziehen; denken wir die Kugel auf einer horizontalen Unterlage frei 
beweglich, und in den Punkten A und B so viele Gewichtseinheiten an- 
gebracht, als den Zahlen a und ß entspricht, während die Kugel im 
übrigen massenlos ist, so wird durch die Schwerkraft E in Berührung mit 
der horizontalen Unterlage gebracht, d. h. der Schwerpunkt des Systems AB 
liegt vertikal über E, (Ist der Winkel zwischen A und B überstumpf, so 
tritt der Gegenpunkt von E an die Stelle desselben.) Diese Deutung ist 
sowohl statthaft, wenn das Punktsystem tangierende Flächen, als auch, wenn 
es radial gestellte Kanten des Kristalls repräsentiert. Auch erweist es sich 
unmittelbar als möglich, diese Überlegung durch Hiozunahme eines dritten 
Grundpunktes — etwa C — der außerhalb der Ebene OAB gelegen ist, 
zu verallgemeinern, so daß wir sagen: Als Bestimmungsstücke (homogene 
Koordinaten) eines Punktes P der Kugel fassen wir die Gewichte a, /?, y 
auf, welche in den Grundpunkten Aj Bj C angebracht werden müssen, um 
gerade P mit der horizontalen Tangentialebene in Berührung zu bringen. 
Nehmen wir zu den Grundpunkten A, B^ C noch einen Einheitspunkt E 
hinzu, und benutzen wir die Bestimmungsstücke A^ B^ F desselben als 
Gewichtseinheiten für die gleichstelligen Maßzahlen, so führt diese Maß- 
bestimmung auf die früheren Indizes zurück, d. h. es ist: 

^ ß y 111 
ABl 



76 
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Je nachdem Ay Bj C, E als Berührungspunkte der Fundamentalflächen 
(loo, oiOy oöi), oder der gleichbezifferten Fundamentalkanten betrachtet 
werden, stellen /i, k, l die Indizes einer Fläche oder Kante dar. 

§ 94. XuBeres Produkt dreier Vektoren. Steht von drei Vektoren jeder 
auf den beiden andern senkrecht, so definieren wir als äußeres Produkt 
[ahc] das Hexaid, welches beim Übereinstimmen der Anfangspunkte von 
a, i, C durch diese Vektoren als Begrenzungskanten gelegt wird. Der all- 
gemeinste Fall, daß die Vektoren ein triklines Axenkreuz bilden, läßt sich 
alsdann durch sehr einfache Beweise erledigen, vorausgesetzt, daß wir in 
Analogie mit dem Früheren ein Produkt dreier Faktoren gleich Null setzen, 
sobald das von ihnen gebildete Hexaid gleich Null ist (also sich dasselbe 
auf eine Fläche, Linie oder einen Punkt reduziert). Gehen wir nun vom 
rhombischen Axenkreuz, auf welches sich unsere Definition bezog, zunächst 
zum monoklinen über, indem wir nur noch den Vektor i als senkrecht auf 
der Ebene der beiden andern annehmen, so können wir das Produkt a nach 
§ 90 dem Inhalt eines Parallelogramms ^ gleichsetzen, dessen Seiten auf- 
einander und auf h senkrecht stehen, und zwar ist ^ demjenigen Parallelo- 
gramm gleich, [^h] können wir aber nach der Definition dieses Paragra- 
phen bilden und dem Hexaid gleichsetzen, in welchem zwei Kanten mit 
denen von ^, die dritte aber mit 16 übereinstimmt. Dieses Hexaid ist aber 
dem von a, b, C gebildeten inhaltsgleicb, daher kann als Produkt dieser drei 
Größen direkt dieses Hexaid bezeichnet werden. Den allgemeinsten (trikli- 
nen] Fall kann man wiederum auf den monoklinen zurückführen, indem 
man das Hexaid zunächst so verwandelt, daß der Vektor i durch einen in 
der Ebene bc liegenden und auf c senkrechten Vektor V ersetzt und so- 
dann das von a, 6', c gebildete Hexaid so verwandelt, daß der Vektor a 
durch einen in der Va -Ebene liegenden und auf V senkrechten Vektor er- 
setzt wird. 

§ 93. Beziehung zwischen den Winkeln von vier Kanten (Flächen). 



Sind a, b, c, b beliebige Vekto- 
ren auf den Kanten, so müssen 
sich drei Zahlen at, j, 3 so bestim- 
men lassen, daß b =xa+j/h + 2C*. 
Multipliziert man diese Gleichung 
äußerlich mit [Bc], so folgt: [b6c] = 
x[ait] (da [bic] = [cic] = o) oder 
x = [ih c]/[ab c] ; analoge Terme, 
deren Nenner ebenfalls [ahc] beträgt, 
ergeben sich für y und z, wodurch 
* übergeht in b[aBc] = a[bcb] H- 
Ii[cab] + c[ttl>b\ 



Sind «,»,6:, J) beliebige Parallelo- 
gramme in den Flächen, so müssen 
sich drei Zahlen x^y, z so bestimmen 

lassen, daß 2) =;ir8l + jS5 + ^Ct- 
Multipliziert man diese Gleichung 
äußerlich mit [»©], so folgt: [S)»«]- 
x\%^Q] (da [»»6]=[e»®]=o) oder 
;r = [2)»a:j/[3l»6:j; analoge Terme, 
deren Nenner ebenfalls [9[S@] be- 
trägt, ergeben sich für y und ^, wo- 
durch t übergeht in 5)[«»a;j = 
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Neuer Beweis der Tautozonalitätsbedingung. Die Polfigur dreier 
tautozonaler Flächen enthält kein eigentliches Hexaid, sondern nur ein 
solches, dessen Rauminhalt Null beträgt; man findet so^ daß die gesuchte 
Bedingung sich durch Einführung der Indizes in das gleich Null gesetzte 
äußere Produkt der betreffenden Kanten oder Flächen ergeben muß. 
Hierzu braucht man nur zu bedenken, daß die Indizes einer Kante (Fläche) 
linear vektoriell zusammengesetzt mit den Axenlängen (-parallelogrammen) 
auf die zugehörige Kante (Fläche) führen; sind [kkl)^ [KKl'\ (fi' k" l") die 
Symbole der drei tautozonalen (komplanaren) Flächen (Kanten), so folgt: 

Multipliziert man aus, so ergeben nur diejenigen Terme endliche Werte, 
welche nicht zwei gleiche der Größen 3[, S, 6i enthalten. Daher kann man 
9t, S, 6i vor die Klammer ziehen, hat aber die Vorzeichen (gemäß § 90) 
bei dreien der sechs Terme zu vertauschen, wodurch man genau auf die 
Determinante des § 73 zurückkommt, so daß sich ergibt: 



/; 


k 


l 


k' 


k' 


V 


h" 


k" 


l" 



= o. 



§ 96. Einführung der Eckensinusse. Es seien drei beliebige Kristall- 
kanten von der Länge i, b,, C,, f, auf rechtwinklige äquidistante Koor- 
dinaten bezogen, so daß, wenn x^^y^^ z^ die Einheitsstrecken bedeuten: 

b, = cos (b, j)E. -h cos (b,^)^, + cos (b, 5)5, 

e, = cos [t,i)i, + cos (c, ^)^, + cos (e,5)5, 

f, =cos(f,j)f, +cos(f,^)^, -hcos(f,5)5,. 

Daher folgt durch äußere Multiplikation ebenso wie im vorigen Para- 
graphen: 



[b.e.f.] = 



(Die Indizes z können in der 
1-^1 Determinante wegbleiben, da 
Lci7xöliJ' 3ie nnf dje Einheitsläneen 



markieren sollen.) 



cos b"j cosb"^ cos b"5 
cos e"j cos c"l) cos c"5 
cos f ^j cos f "^ cos f "5 

Man bezeichnet die rechts stehende Determinante der Richtungskosinusse 
als »Sinus der dreiflächigen Ecke« und hat, da rechtwinklige Koordinaten 
vorausgesetzt waren, wegen [j,^x5x] == i die Gleichung: [b,ej,] = sin (bcf). 
Unsrer Vorzeichenregel zufolge ist [bcfj = — [cbf] usw., daher: sin(bef) = 
sin (ef b) = sin (f bc) = — sin (cbf) = — sin (f cb) = — sin (bf c). Da der Ecken- 
sinus hiernach nur von der Richtung der Kanten abhängt, auf welche er 
sich bezieht, muß seine Größe vom gewählten Koordinatensystem unab- 
hängig sein, wie denn ja auch sin(bcf) den Inhalt des Hexaids der Ein- 
heitsvektoren b,, Cx, f, darstellt. Sind Z>, E^ F die auf der Konstruktions- 
kugel gedachten Endpunkte von b,, e,, f,, und bezeichnet F^ DE das von 
F auf Bogen DE gefällte sphärische Lot, so stellt s\\\DE die Grundfläche, 
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sin F^ DE aber die Höhe des betreffenden Hexaids dar, so daß: 

sin (bef) = sin DE- sin F^DE. 

§ 97. Beziehung zwischen Eekensinussen und Indizes. Nunmehr kehren 

wir zu der dualistischen Formulierung (§ 93) der Indizes zurück und drücken 
zunächst die Zähler der damaligen Ausdrücke durch Eckensinusse aus. Sind 
Ay Bj C Ecken des Koordinatendreiecks auf der Konstruktionskugel^ a^b^c 
die homogenen Koordinaten eines Kugelpunktes P, so muß eine Zahl / be- 
stimmbar sein, für welche: 

Für den Punkt i% der an die Bedingung geknüpft sei (Fig. 52) 

und daher auch der Gleichung genügt: 

gilt nach § 92, daß: 

/z : ^ = sin FB : sin AF. 

Bilden wir jetzt die Eckensinusse sin (O^PFB) und 

Fig. 52. sin {OjPFA), so ist das Verhältnis derselben eben- 

Bezichung ^bch«^^^^^ f^jj^ ^j^.^j^ ^j^ ^^ . ^j^ ^^^ j^^^ nehmen wir die 

Ebenen dieser Bogen als Grundflächen für die 
zu berechnenden Hexaide, so stimmen ihre Höhen überein. Aus der so 
entstehenden Gleichung: 

d: : * = sin [O.PFB] : sin [O.PFA) 
folgt aber weiter: 

Ä : * = sin [0,PBC) : sin (O.PCA). 

Denn die Hexaide der vorletzten Gleichung haben in der Ebene OPF 
übereinstimmende Parallelogramme zu Grundflächen, ihre Inhalte sind folg- 
lich den von A und B gefällten Höhen proportional; denselben Größen 
sind aber aus analogem Grunde auch die Eckensinusse der letzten Gleichung 
proportional, daher folgt, indem wir die durch zyklische Vertauschung sich 
sich ergebenden Gleichungen hinzunehmen: 

a: : ^ : ^ = sin ( 0,PB Q : sin ( O.PCA) : sin { 0,PA B). 

Aber auch die vierte Vektorlänge, welche in der Ausgangsgleichung vor- 
kam, können wir in analoger Weise einem Eckensinus proportional setzen, 
denn die Gleichung * läßt sich schreiben: 

und liefert durch dieselbe Betrachtung, welche zu dem Verhältnis a : b führte: 

a\—p = sin [O.CPB] : €m[0,CBA) 
oder: 

a\p = sin [O.PBC] : sin [O.ABC], 
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SO daß sich das Endresultat, in welchem wir den Buchstaben innerhalb 
des Eckensinussymbols als selbstverständlich weglassen können, ergibt: 

a:6:c:p = sin [PBC] : sin [PCA] : sin [PAB) : sin [ABCj. 

§ 98. Sinus des Polarecks einer dreiflächigen Ecl(e. Das von den Durch- 
stichspunkten der Axen und das von den Flächenpolen der Axenebenen 
gebildete sphärische Dreieck nennen wir polar zueinander. Die Ecken- 
radien des Polarecks stehen also senkrecht auf den Seiten des ursprüng- 
lichen, und zwar können wir, da die Axenebenen drei Paare von Berührungs- 
punkten liefern, noch der Bedingung genügen, daß der Eckensinus des Polarecks 

• • • 

ABC positiv wird. Verslehen wir — wie früher — unter A^B^ T die Winkel 
der Axenebenen und zwar die » Normalen winkeU resp. Außenwinkel (vgl. 
§ 86), während die zum Axenkreuz gehörigen Bogen im positiven Oktanten 
^^C, C^^, A"^ B sind, so sind A, B, F gleichzeitig die Bogen des Polar- 
ecks, B^Cy C Ay A"B aber die Außenwinkel des Polarecks. Den Sinus 
der Ecke können wir dem Sinus des Bogens BC multipliziert mit dem 
Sinus der auf ihm senkrechten Höhe gleichsetzen. Diese Höhe muß aber 
— wie jeder auf Bogen B^C senkrechte Großkreis der Kugel — durch den 
sphärischen Pol von BC^ d. h. durch A gehen, und Bogen AA zu 90° ergän- 
zen, folglich ist: 

sin (ABC) = sin BC- cos AA, 

oder in Worten: Der Sinus einer dreikantigen Ecke ist gleich dem 
Sinus eines zwischen zwei Kanten gelegenen Winkels mal dem 
Kosinus des zwischen dem Pol ihrer Verbindungsebene und der 
dritten Kante gelegenen Winkels. Hiernach können wir auch den 
Sinus der Polarecke bilden, offenbar ist analog: 

• ■ • * ■ m m 

sin [ABC) = sin BC - cos AA =^ s\n A cos AA. 

Zwei weitere Werte dieses Eckensinus, sowie des von A^ B^ C gebilde- 
ten ergeben sich durch zyklische Vertauschung. Mittels Division der homo- 
logen Ausdrücke für die direkte und polare Ecke ergibt sich: 

sin ABC sin BC sin CA sin AB 

sin ABC sinA sin B sin F 

§ 99. Hauptformeln der sphärischen Trigonometrie. Zunächst sprechen 

wir den im vorigen Paragraphen schon benutzten Satz in Worten aus: Ist 
II die Polarecke von I und ist III die Polarecke von II, so ist I und III 
identisch. Die letzten Formeln des vorigen Paragraphen enthalten das als 
Sinussatz der sphärischen Trigonometrie bezeichnete wichtige Resultat: Die 
Sinusse zweier Seiten verhalten sich wie die Sinusse ihrer Gegenwinkel. 
Nunmehr wollen wir den Kosinussatz der sphärischen Dreiecke entwickeln 
und wenden hierzu den im vorigen Paragraphen abgeleiteten Wert des 
Eckensinus nacheinander auf die Ecken, welche von je dreien der zu 

• • • 

A, Bj C\ Ay Bj C gehörigen Radien gebildet werden, an; dadurch folgt: 
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sin [BÄB] = sin AB cos CB = sin F cos CB 
sin (ABA) = sin AB cos CA = sin F cos C^ 
sin (5/1 Ä) = sin AB cos BC = sin-^Äcos^ [ 
sin (ABC) = sin 5C cos AA. f 

Diese Beziehungen benutzen wir dazu, um die Relation zu vereinfachen, 
welche zwischen den von den vier Vektoren OA^ OB, OA^ OB (deren Kugel- 
radien a,iy a', b' seien) gebildeten Winkeln besteht. Diese Relation lautet 
nach § 95: 

a sin [BAB) - l sin (ABA) + a'sin (BAB) — ü'sin {ABA) = o. 

Diese Gleichung geht, wenn wir alle in ihr enthaltenen Vektoren auf 
OA senkrecht projizieren und beachten, daß 6' senkrecht auf diesem Vektor 
steht, und daher seine Projektion verschwindet, über in: 

sin r (cos CB — cos CA cos BA) -{■ sin AB cos A cos AA = 0. 

Hier drücken wir cos AA mittels der letzten Gleichung des Systems * 
aus, welche wir schreiben: 

• cos AA = sin {ABQ/sin BC = sin CA sin CB sin F/sin CB 

(letzteres nach Nr. 96 des Formel Verzeichnisses), so daß sich ergibt: 

cos CB = cos CA cos AB — sin CA sin AB cos u4. 

Diese Formel, der sich offenbar zwei zyklisch analoge zuordnen lassen, 
bezeichnet man als Kosinussatz (vgl. Formelverzeichnis Nr. 99). 

§ 100. Auflösung eines Systems dreier linearer Gleichungen. Drei Un- 
bekannte r, /, /' mögen in drei linearen Gleichungen enthalten sein, die 
wir in der Form des § 77 geschrieben denken: 

L =rl +r'l'+rY\ 

Aus den Koeffizienten setzen wir mittels dreier beliebiger Axeneinheiten 
a, b, c die folgenden Vektoren zusammen: 

r = /i"a + k"i + rt ^^ 

so folgt durch Einsetzen von I) in die letzte Gleichung von 2) 

ö = r{/ia + kb + U) + r [h'a + k'b + rt) + r"[h"a + k"h + /"c) 
= rp + r'n + r"t. 

Bilden wir das Produkt [(\x§] und setzen den letzten Wert von ^ ein, so 
folgt [qtö] = ;'[^iqr] oder r = [qri^;/[^>qr]. Zwei analoge Gleichungen ent- 
sprechen dieser zyklisch, nämlich: r= [tp^][p(\t]j r"= [pHS]/[p(\i], 
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8i 



Diese drei Gleichungen sind aber die gesuchten Auflösungen und nach 
§ 95 können wir sie in Determinanlenform folgendermaßen schreiben: 
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§ loi. Äußeres Produkt zweier Parallelogramme. Wegen der Dualität 

wird man zu erwarten haben, daß das äußere Produkt zweier Parallelo- 
gramme zu einem Vektor führt, da ja das äußere Produkt zweier Vektoren 
von einem Parallelogramme geliefert wurde. Zur Bildung des gesuchten 
Produkts tragen wir auf den Normalen der beiden Parallelogrammebenen 
Vektoren auf, deren Länge und Richtungssinn ihnen bezüglich gleich ist, 
multiplizieren diese nach den früheren Regeln äußerlich und gehen von dem 
so neu entstandenen Parallelogramm wieder zu einem Vektor von gleicher 
Größe über und bezeichnen diesen als den gesuchten. Bei der analytischen 
Behandlung wollen wir uns jetzt auf den Fall beschränken, daß die zweite 
Seite des ersten und die erste Seite des zweiten Parallelogramms identisch 
sind, und dieselben daher als ^i = [ac], <| = [cB] bezeichnet werden könne. 
Nun ist / = ^r sin a^c^ q =2 ca sin ^''rt:*), daher besitzt die Größe von pq den 
Wert Ä^^^sin ^''^sin^^^sin/^^. Nun ist aber der Eckensinus sm[abc)^= 
sin ö^^ sin ^^^ sin ^^^^^. Mithin haben wir \)fi\]=^t' abcsm[abc) oder nach 

§96 [[ac][cli]] = [a6c]c. 

Das Resultat lautet in Worten: Das äußere Produkt zweier Paral- 
lelogramme, die eine Seite gemeinsam haben, ist ein Vektor, der 
durch Nebeneinanderschreiben der vier Seiten gebildet wird, 
wobei die doppelt zu schreibende Seite mit den beiden von ihr verschie- 
denen zu einem Hexaid zu vereinigen ist, so daß der Vektor die Richtung 
dieser doppelt hingeschriebenen Seite hat. 

§ 102. Ersatz linearer Vektorengleichungen durch quadratische Zahl- 
gleichungen. Besteht zwischen drei Vektoren a, b, b die Gleichung 

so folgt aus dem Kosinussatz angewandt auf das von a, i, b gebildete 
Dreieck eine quadratische Abhängigkeit der Längen dieser drei Vektoren. 
Betragen diese Zahlwerte a^b^ d^ geben also diese drei Größen die Längen- 



*) Übereinstimmende deutsche und lateinische Buchstaben benutzen wir künftig stets zur 
Unterscheidung eines Vektors (resp. Parallelogramms von derjenigen Zahl, welche ihm an 
Größe gleichkommt. 
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einheiten wieder, welchen diese Vektoren gleichkommen, so folgt: 

ö^' = Ä* + Ä* + lab cos a^b. 

Außerdem besteht noch die Proportion: 

Ä : <5 = sin b^d : sin ^ V. 

Projizieren wir alle drei Vektoren senkrecht auf eine nicht in der abd- 
Ebene gelegene Richtung, so ist die Projektion der Resultierenden die 
algebraische Summe von den Komponenten, d. h. 

d cos d^c = a cos a'^c + b cos b^c» 

Nunmehr gehen wir zu der Summe e dreier Vektoren a, i, C über, also 
zu der räumlichen Resultierenden in bezug auf die drei letzten als Kompo- 
nenten. Ist wiederum b die vektorielle Summe von a und 6, so folgt: 

e"" =: d^ -^ c^ + 2 de cos d^c. 

Entfernen wir aus dieser Gleichung den Winkel d^c mittels der letzten, 
sowie d mittels der drittletzten eben bewiesenen Relation, so folgt: 

^' = ä' + ^' + ^' + 2 0!^ cos a'^b + 2 bc cos b^c -^ 2 ca cos c^a. 

Diese Gleichung hat mit der ursprünglichen Vektorgleichung e = a+6 +c 
insofern einige Ähnlichkeit, als wir sagen können: Setzt sich ein Vektor 
aus drei andern linear zusammen, so setzt sich seine Länge aus denen der 
andern quadratisch zusammen, wobei aber jedem der doppelten Produkte 
noch der Kosinus des zwischen den gleichstelligen Vektoren liegenden 
Winkels multiplikativ anzufügen ist. 
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Raumgitter. 

11. Kapitel. 

Beziehungen zwischen Kristallreihen und Raumgittern. 

§ 103. Bestimmungsstücke eines Raumgitters. Da wir schon früher er- 
kannt hatten (§ 64), daß Raumgitter dazu dienen können, die Gesamtheit 
der Flächen und Kanten einer Kristallreihe zu veranschaulichen, so wird es 
gerechtfertigt erscheinen die mathematischen Hilfsmittel der beiden vorigen 
Kapitel auf die Raumgitter anzuwenden; gleichzeitig werden dadurch die 
Grundlagen für eine allgemeinere Auffassung der Kristallberechnung ge- 
wonnen werden. Gegeben sei ein Tetraeder mit den Flächen Ä/2, SJ/2, 
6/2, ^/2, alsdann besteht bei richtiger Bezeichnung des Sinnes der Flächen 
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die Gleichung: 3l4-S5 + 6 + !ß=o. Um aus diesem Tetraeder die Kristall- 
reihe zu deduzieren machen wir W, SJ, 6 zu Axenebenen, ® zur Einheits- 
fläche; dadurch wird zwar die Symmetrie der letzten Gleichung, in welcher 
alle vier Größen gleichberechtigt erscheinen, gestört, aber dieser Umstand 
ist bei der gewöhnlichen Koordinatenbestimmung unvermeidlich. Die letzte 
Gleichung schreiben wir daher auch unsymmetrischer: 3( + SJ + ®= — ®' 
Indem wir die Dreiecke 3[/2, 93/2, (£/2 über die Einheitsfläche hinaus zu 
Parallelogrammen verdoppeln, gewinnen wir sieben Ecken eines Hexaids, 
und richten nach der achten Ecke 0' desselben (Fig. 36) einen Vektor b, 
den »Einheitsparameter«, dessen Komponenten a, 16, C wir eben so gut als 
Grundfigur annehmen können. In der Tat gilt auch die analoge Gleichung 
ö + 6 + ( + b = o, welche ausdrückt, daß a,b,C, b vier sich das Gleich- 
gewicht haltende Kräfte sind; vier solche Vektoren eines Gitters heißen 
konjugierte Parameter, jedes Raumgitter enthält in unbegrenzt vielen ver- 
schiedenen Richtungen Quadrupel von solchen. 

m 

§ 104. Relationen zwischen den BestimmungsstUeken. Dem vorigen Para- 
graphen zufolge sind die Bestimmungsstücke eines Raumgitters identisch 
mit denen seines Grundtetraeders; als solche können 
wir z. B. die Verhältnisse der drei Axeneinheiten und c ^ A 

die drei Axenwinkel wählen oder symmetrischer die 
sechs mit einem gemeinsamen willkürlichen Propor- 
tionalitätsfaktor behafteten Größen a^ b^ c, A, B, C. 
Der Zusammenhang ist ein außerordentlich einfacher, 

indem 

C=:a6 sin a^6 

A== OC Sina C Axeneinheiten, Axenfelder 

B = CCl sin C^d, und Elementarhexaid. 

Ay By C nennen wir » Axenfelder c (vgl. Fig. 53). 

§ 105. Kristallindizes als Koordinaten der Gitterbestandteile. Enthält die 

Verbindungsstrecke zweier Gitterpunkte P und P' nur auf ihrer Verlängerung, 
nicht aber zwischen jPund P' weitere Gitterpunkte, so heißt dieselbe »primi- 
tive Strecke«. Jede größere auf der durch PwnA F gehenden unbegrenzten 
Geraden befindliche Verbindungsstrecke zweier Gitterpunkte — etwa PF' — 

ppn 

ist ein ganzzahliges Vielfaches dieser primitiven Strecke — Zerlegt man 

PF' in Komponenten nach den Koordinateftaxen, so wird auch jede dieser 
Komponenten gleich dem a- fachen der ihr parallelen primitiven Strecke sein, 
die drei ganzzahligen Koordinaten von PF' müssen also den gemeinschaft- 
lichen Teiler a besitzen. Will man umgekehrt durch vektorielle Addition 
aus drei ganzzahligen Koordinaten p^ q^^r eine primitive Strecke erhalten, so 
muß man von drei teilerfremden Zahlen />, q^ r ausgehen; denn angenom- 
men, jede dieser Zahlen sei durch a teilbar (wo u eine ganze Zahl bedeutet) 

6* 
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SO würde //a, ^/a, r/a ebenfalls eine ganzzahlige Strecke des Gitters sein, 
folglich wäre !|l + q + t nicht primitiv. Die »Zahlenkoordinaten« (vgl. § 70) 
sind nichts anderes als die Indizes der Kante ]J> + q + r, dieselben ergeben 
sich somit notwendigerweise als teilerfremde Zahlen. Dieses Ergebnis läßt 
sich übertragen auf die Parallelogramme, welche sich in die Netzebenen 
des Gitters eintragen lassen; unter denselben wählt man zweckmäßigerweise 
ein solches, welches keinen Gitterpunkt in seinem Inneren enthält, als 
Repräsentanten der Ebene und bezeichnet ein solches als primitives Parallelo- 
gramm. Die vektoriellen Komponenten eines solchen sind teilerfremde 
Vielfache der Axenfelder, wobei A, kj l nichts anderes als die Indizes der 
betreffenden Fläche sind. 

§ 106. Parallelengitter, welche aus kongruenten Punktgittern entstehen. 

Die Ebenen und Linien eines Gitters seien aus demselben herausgenommen, 
so daß nur noch eine als »Punktgitter« zu bezeichnende regelmäßig ver- 
teilte Punktmenge übrig bleibt. Dasselbe ist zwar eindeutig durch die 
Axeneinheiten a, 6, C bestimmt, umgekehrt aber lassen sich auf «ehr ver- 
schiedene Weisen in ein Punktgitter Koordinatensysteme eintragen, die mit 
diesem gleichberechtigt sind; es werden sich also weitere Vektoren — etwa 
a', 6', c' — nachweisen lassen, welche als Axeneinheiten aufgefaßt ein mit 
dem aus a^b^c deduzierten räumlich zusammenfallendes Punktgitter liefern. 
Hierzu ist erforderlich, daß jeder Punkt, der ganzzahlige Koordinaten in 
bezug auf a, B, C erhält, auch ganzzahlig in bezug auf a', J', c' wird und daß 
auch umgekehrt unter den zunächst auf a', i', c' bezogenen die ganzzahligen 
beim Übergang zum aic-System ganzzahlig bleiben; daß also die zu 
a, b, c und a', J', c' gehörigen Gitter sich wechselweise ganzzahlig entspre- 
chen. Zur geometrischen Veranschaulichung solcher »ganzzahlig kommen- 
surabelen Gitter« genügt bereits die Ebene; Fig. 55 — 58 stellt derartige 
Eintragungen dar. Es läßt sich nun beweisen, daß die Größe des primitiven 
Parallelogramms (für ein räumliches diejenige des primitiven Hexaids) bei 
• zwei ganzzahlig kommensurabelen Gittern übereinstimmt. Es ist nämlich die 
Anzahl der primitiven Parallelogramme (Hexaide) eines ebenen (räumlichen) 
Gitters gleich derjenigen der Gitterpunkte. Denn jedes einzelne dieser 
Parallelogramme (Hexaide) enthält zwar vier (acht) Gitterpunkte auf seinem 
Rande, umgekehrt aber stoßen in jedem Gitterpunkt vier (acht) Parallelo- 
gramme (Hexaide) aneinander. Mag man daher auf noch so verschiedene 
Arten in Parallelogramme (Hetcaide) die Ebene (den Raum) einteilen, so 
wird doch stets die gleiche Größe (die gesamte Ebene resp. der gesamte 
Raum) in eine konstant bleibende Anzahl von Teilen geteilt, folglich sind 
auch die Teilstücke, d. h. die primitiven Parallelogramme (Hexaide) konstant 
oder anders ausgedrückt: Transformationen, welche das Punktgitter 
ungeändert lassen, bringen auch an der Größe des primitiven 
Parallelogramms (Hexaids) keine Änderung hervor. 
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§ 107. Transformation der Koordinaten eines Gitters, a) Drei Funktreihen 
eines Gitters, welche die Symbole 

i>[r] 'K l] [100] 

f[i;'x'A'] haben, sollen in [010] 

flhVTl [001] 

übergeführt und an der Größe des primitiven Hexaids keine Änderungen 
vorgenommen werden; welche Kante wird durch diese Transformation zur 
Einheitskante? Sind a, i, c die alten Axeneinheiten, so muß [aht] =[bef] 
sein, ferner sind 

ija-t-xb + Ac 

die primitiven Strecken in den Richtungen b, f, 9, d. h. der neuen Axen. 
Die vektorielle Summe dieser drei Strecken liefert also den in die Richtung 
der neuen Einheitskante fallenden primitiven Vektor, die Indizes dieser Kante 
erhalten wir also durch Ermittelung der zu a, 6^ c gehörigen Koeffizienten 
dieser vektoriellen Summe. Diese Koeffizienten sind aber tj + »?'+ ^", 
z + x'+x", AH-i'4-^"; oder in Worten: Man verbinde die zur gleichen 
Kolonne gehörigen Glieder durch + Zeichen, so ergeben sich die Indizes 
des Einheitselements. 

b) Welche Indizes at, j/, z erlangt durch diese Transformation ein Element, 
dessen ursprüngliche /, q, r waren? Man multipliziere x mit der primi- 
tiven Strecke von [»jxA], y mit der primitiven Strecke von [i;'x'A'], z mit 
derjenigen von [»jVT']; die vektorielle Summe dieser Größen muß gleich 
der primitiven Strecke auf \xyz\ sein. Diese Strecke ist aber durch die 
ursprüngliche Koordinatenbestimmung gegeben und beträgt /c + ^6 + rc, 

folglich: 

/c + ^b + rc = (;fi^ +7'?'+'S:»j")c 

+ [x'^ +y'^'+ z'/']h 

+ (xl'^yl'-\-zr)t. 
Zerlegt man diese vektorielle Gleichung in drei Zahlgleichungen, so folgt: 

p = xri -iryri'+zri" 
q = X7i + jx'+ 5x" 
r = xk +jA'+^r, 

somit können wir x,y, 3 aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten be- 
rechnen. 

§ 108. Gittertransformationen zur Transformierung der Indizes einer Kristall- 
reihe. Wenn dem gemeinsamen Proportionalitätsfaktor der drei Axenein- 
heiten (vgl. § 104) ein bestimmter Wert verliehen, die Größe des ursprüng- 
lichen Elementarhexaids also festgelegt ist, so berücksichtigte der vorige 
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Paragraph nur den Fall, daß die alten und neuen Axeneinheiten ein gleich 
großes Element arhexaid bilden. Dieser Fall ist aber nicht der allgemeinste, 
vielmehr läßt das Rationalitätsgesetz es auch zu, daß die neuen Axeneinheiten 
rationale Multipla von den ihnen parallelen Elementarstrecken des ursprüng- 
lichen Gitters sind. Die allgemeinste Transformation der Axenelemente ist 
also gleichzeitig mit einer Transformation des Punktgitters verbunden. 
Wenn das neue Raumgitter aus dem ursprünglichen durch Herausnahme 
gewisser Punkte desselben entsteht, so ist an den Formeln des vorigen 
Paragraphen nur eine kleine Änderung notwendig; wir sagen alsdann, das 
neue Gitter G' »absorbiere« einen Teil der Punkte des alten Gitters G, In 
gleichen Räumen, die sehr groß im Vergleich zu den Punktabständen bei- 
der Gitter gewählt werden, ist die zu G' gehörige Punktzahl ein ganzzahliger 
Bruchteil der zu G gehörigen, daher nennen wir beide Gitter »ganzzahlig kom- 
mensurabel« ebenso wie in § io6. Der allgemeinste Fall entsteht erst, wenn 
nach dieser Herausnahme von Gitterpunkten an andern Stellen wieder Punkte 
neu eingefügt werden, wenn also ein Gitter G" konstruiert wird, in bezug 
auf welches G' als ein absorbierendes Gitter erscheint. Die Axenlängen in 
G' sind notwendigerweise ganzzahlige Vielfache der ihnen parallelen 
primitiven Strecken von G und erst diejenigen in G" rationale Vielfache 
jener. Es kann G' einerseits mit 6^, anderseits auch mit G" zur Deckung 
gebracht werden, aber nicht G und G". Daher mögen G und G" als »rational 
kommensurabel« zueinander bezeichnet werden. 

Wird von einem Gitter zu einem ihm rational kommensurabelen über- 
gegangen, so würde die Durchführung einer Transformation der Indizes, 
die sich in Analogie mit dem vorigen Paragraphen leicht bewerkstelligen 
ließe, zu den Formeln des § 77 führen, indessen gehen wir sogleich zu der 
wichtigeren Frage über: Wie ändern sich bei einer solchen Transformation 
die Axenelemente, d. h. die Axeneinheiten nebst den Axenwinkeln; oder 
indem wir statt der letzteren die dualistischen Gegenstücke der Axenein- 
heiten einführen: Wie ändern sich die Axenlängen und die Axenfelder? 

Hilfssatz: Wird ein Parallelengitter in ein ihm rational kommensurabeles 
übergeführt, so sind die Änderungen der Axenlängen und der entsprechen- 
den Axenfelder einander umgekehrt proportional. 

Beweis: Die Abänderung des ursprünglichen Gitters möge z. B. darin 
bestehen, daß die Punkte zb i, dz 3, ± 5, . . . auf der ^-Axe herausgenom- 
men werden; dadurch werden die Axenlängen a\b\c auf den Koordinaten- 
axen in 2 a\b\c übergeführt, die Axenfelder A\ B\C hingegen gehen in 
A: 2B: 2C über. Die erstgenannten Veränderungen verhalten sich wie 
2:1:1, die letzteren hingegen wie ^j^: \\i^ was mit unserem Satz über- 
einstimmt. Offenbar läßt sich auf den allgemeinsten Fall, daß auf jeder der 
Koordinatenaxen ein aliquoter Teil der Punkte herausgenommen wird, diese 
Beweisart entsprechend übertragen. 
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I. Beispiel. Beim Axinit hat Schrauf den vor ihm von Dana als 021, oii, 
iio, 241, 001, 110 aufgefaßten Flächen bezüglich die Indizes verliehen: [ajioo, 
(b) 010, [c) 00 1 , (// ) o 1 1 , {m) 1 10, («) 1 1 1 . Gesucht werden die Änderungen, welche 
die ursprünglichen Parameterwerte auf dem neuen (Schraufschen) Koordinaten- 
kreuz durch eben diese Koordinatenwahl erfahren. — Um die Danaschen Para- 
meter in den Ebenen a, d, c überzuführen in die Schraufschen hat man (nach 
§ 107 und Formelverzeichnis Nr. 77) |«^^|, |«^fl|, \ualf\ zu bilden, d. h. 



IIO 

021 
iio 



IIO 

iio 
021 



iio 
021 
021 



= 4. 



Zur Feststellung der Parameteränderungen auf den Axen hat man zunächst 

die Symbole von ä, b^ r, d (welche in Schraufschen Koordinaten natürlich 
[100], [010], [001], [iii] sind) in Danaschen Koordinaten zu ermitteln mittels 
der Schemata: 



o 
i 



2102 

lOII 



I 
o 



1 
o 



ICH 

2102 



o 
I 



O 2102 I 
O 2I02'I 



4124 
0100 



ß = 112 



^ = 112 



» -7 — 



c ^ 400 



^ = 420 



Die Zahlen der letzten Reihe geben die Koordinaten der Axenendpunkte und 
des Einheitspunktes, bezogen auf Danasche Axen, an; man darf nicht etwa c 

z 

oder dm 100 resp. 210 umändern wollen, denn alsdann würde man einen dem 
Nullpunkt näheren Gitterpunkt des Danaschen Gitters auch dem Schraufschen 
zurechnen, als der vorgeschriebenen Flächenwahl entspricht. Um die Parameter- 
änderungen in den Axen zu erfahren, hat man nun analog wie früher zu bilden : 



d. h. 



döc 

420 
112 

400 



= 1^, 



den 

420 
400 

112 



= 16, 



I _ 

\dab\^ 

420 
112 
112 



= g. 



2. Beispiel: In analoger ^Weise sollen die Schraufsche und vom Rathsche 
Flächenwahl*) für dasselbe Mineral verglichen werden. Gegeben: 



a 
100, 

lOI « 



b 
010 



010 



übe 
iko 

GIG 
20 1 



c 

GOI 
2GI 



7 



d m u 

Gii, GIG, III Schrauf 
231, 131, iiG G. vom Rath 

\itca 
1 10 

2GI 
IGI 



= 3 



uab 

IIG 
IGI 
GIG 



GJIGGI G 

iIgiig I 



a 



IG2 



2 GI2G I 
I GIIG I 

b = 030 



I 

G 



GIIG I 
IGGI G 



C = IGI 



2 3123 I 

I 3II3 I 
i 

^=633 



♦) Siehe Hintze, Handbuch der Mineralogie. Bd. IL S. 490. 
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folglich 



dbc 




aca 




däb 


(>n 




633' 




633 


030 


= 27, 


lOI 


— 9> 


102 


102 




102 




030 



dbc 



,1 ^^ 



X — 



dab\=^ 



= — 27 



I • - • I 



§ 109. Transformation der Axeneiemente. Dieses Problem ist eines der 

wichtigsten in der Kristallberechnung, denn sind die Winkel zwischen vier 
Flächen eines Kristalles gemessen, so besteht die allgemeinste sich alsdann 
darbietende Aufgabe darin, die Axeneiemente für den Fall zu berechnen, 
daß diese Flächen beliebig komplizierte Indizes erhalten; und dieselbe läßt 
sich dadurch, daß man die gemessenen Flächen zunächst als Fundamental- 
flächen wählt, sogleich auf das jetzt zu behandelnde Problem zurückführen. 
Dieses zerlegen wir in zwei Teile: in die Berechnung der Axenlängen und 
Axenfelder. 

a) Transformation der Axenlängen. Als gegeben betrachten wir 
die Indizes derjenigen Flächen (bezogen auf das ursprüngliche System) 
/, ^, r, j, welche im neuen Koordinatensystem die Indices in, 100, 010, 
001 erhalten sollen. Die neuen Axenrichtungen sind als Schnittkanten je 
zweier der drei letzten Flächen aufzufassen, z. B. die Richtung von a = 100 
als Schnitt von r und s\ außerdem aber ist das zum ursprünglichen System 
gehörige Punktgitter in ein ihm rational kommensurabeles zu transformieren. 
Hierzu ist die Multiplikation der Axenlängen mit gewissen Proportionalitäts- 
faktoren p, q\ p" erforderlich ; durch dieselben sind also die Schnittkanten 
der Parallelogramme auf die ihr gleichgerichtete neue Axenlänge reduziert. 
Diese Einführung eines dem ersten kommensurabelen Gitters beruht auf 
Anwendung des § 76 und § 108 und wird durch das Beispiel auf S. 89 
genügend verdeutlicht, daher handelt es sich nur noch um die numerische 
Berechnung der Schnittkantenlänge und zwar fragen wir: Welche Länge 
besitzt die Schnittkante f der primitiven Parallelogramme 91 und ® zweier 
Flächen, welche auf ein Gitter mit den Axenelementen a, b, C, Ä, 85, 6 be- 
zogen sind? Es möge t in drei Komponenten Aa, /116, rc zerlegt und das 
Prisma, dessen Kanten a, 6, [318] sind, verglichen werden mit demjenigen, 
dessen Kanten a, 6, vc sind, d. h. [[vt](i] mit [313SS]; beide besitzen gleiche 
Grundflächen, ihre Volumina verhalten sich also wie ihre nicht in derselben 
liegenden Begrenzungskanten, so daß: 

[(vt)Q]__vt 

Nun ist aber [(rc)®] = [Aa + /ili + yc)6], da a und H in 6 gelegen, 
also [a6:] = [66:j = o ist. 
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i.a + fii + v( ist aber nach Definition die Länge [SR®] der Schnitt- 
kante i^ daher folgt. 

Zwei analoge Gleichungen gelten offenbar für die Komponenten ka 
resp. /16, so daß für die resultierende Länge f sich der Wert ergibt: 

' - [«»e] ' ' *J + [«» (Ei L* ®^ + i« B 6] ^® '^^ 

Die dreigliedrigen äußeren Produkte sind (nach § 95) den Determi- 
nanten proportional, welche aus den Indizes der betreffenden Flächen ge- 
bildet werden, und wir haben die letzte Gleichung einmal so anzuwenden, 
daß 98, @ identisch mit r, s\ zweitens so, daß 91, @ identisch mit s^ q\ 
drittens so, daß 9i, © identisch mit y, r werden. Dadurch erhalten wir 
nacheinander diejenigen drei Schnittkantenlängen, welche als neue Axen- 
einheiten a, 6, i aufzufassen sind, und zwar können wir, so lange es nur 
auf die Verhältnisse a\b\c ankommt, die äußeren Produkte der ursprüng- 
lichen Axenfelder (nach §101) ersetzen durch die ursprünglichen Axen- 
längen, da ja 

[«»]:[»«]: [6«] = c:a: 6 

war und die gemeinsamen Nenner fortlassen. Daher 

6 = 1^, ^, ^ic+ 1^, q^ Ä|a+ 1^, ^, ^|J 

C = \q, ^, ^IC + % r,a\e.-\- \q, f, ^16. 

Aus diesen vektoriellen Gleichungen ergeben sich die zugehörigen ge- 
wöhnlichen sogleich nach § 102, indem die linear vektorielle Abhängigkeit 
in quadratische der gewöhnlichen Art übergeht und es folgt: 

a^ = |r, 5, c^c^ + |>, s, a\'a' + k, s, byb^ 
+ 2|r, f, ^|- |r, ^, ^l^^cos^^ + 2|r, j, b\ 
+ 2|r, J, ^|-|r, s^ a\zo%ca 

V = \s, q, cXc" + 1^, q, a\^a^ + |^, q, b\' b"^ 
+ 2|j, ^, ö|'|^, ^, b ab cos ab + 2|j, y, b 
'■\- 2\Sf q^ c\'\Sj q, a ca cos ca 

+ 2\qy rj a\'\qj rj ^|rt:^cos ^b + 2\q, r^ b\''qj r^ ^j^^cos bc 
+ 2|y, r, ^|-|y, ^, ^1^^ cosr^. 



r, J, ^l^^cos bc 



Sj q, cbc cos bc 



Beispiel. Aus den von Dana (Syst. of Min. p. 527) angegebenen Werten für 
die Axenelemente des Axinit sollen diejenigen Axenverhältnisse berechnet werden, 
welche der Schraufschen Orientierung (S. 85) entsprechen. Gegeben seien die 
Danaschen Axenelemente: 
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a\b\c^s=, 0,49211 : I : 0,47970, a = 82^54' 13", 

/S= 9i°5i'43", 

Off* 

sowie die durch folgendes Schema angegebene Orientierung: 

ö 100 ^; 010 r 001 will 
^021 ^021 j iio p HO. 

Hiemach handelt es sich um die Berechnung der Parameter auf folgenden 
Zonen: 

[021, 021], [021, iio], [iiOj 021] Danas, 

durch welche geliefert sind: 

^ [100, 010], <5f [010, 001], d [001, 100] in Schraufs Aufstellung. 

Daher liefern unsere Formeln für c wegen | (^, r, ^} | = o und | {^, r, ^} | = o 
den Wert 



f/ 



£:'" = |{^, r, ö}pö* =i6a', (da [021, 021, 100] = 4) oder ^'=4-0,49211 



^" = 



110 



021 C' + 



001 



IIO 


3 


021 


a' + 


100 





IIO 



12 



X-. + 2 



o2i!6"+2|IIllllI|atcosa"J I 



010 



III 
I 



I 
II 



öccosb^c 
ca cos c^a 



= 4^' + ö* + ^'^ + 2 «^ cos a^b — ^hc cos b'^c — ^ca cos c^a 



a 



021 
iio 
001 



021 



021 

IIO 

010 



^"+2|lI||m|^?^C0SÄ"^ + 



+ 2 

2 



III 
I 



II 
II 



bc COS b'^c 



ca cosr a 



^"+|lIO Ä^ + 

;I00| 

= 4^' + ä^ -^ b^ •■\- 2ab COS a'^b + 4bc cos ^V + 4ca cos r^. 

df'= 1,3098 b'= 1,1413- 

Die so erhaltenen a\ b\ i:' wären jedoch nur dann den neuen Axeneinheiten 

a^byC gleich, wenn die Axeneinheiten Schraufs gleichzeitig primitive Strecken in 
Danas Gitter sind ; um hierüber zu entscheiden hat man (nach pag. 87) zu bilden: 



IIO 

021 

IIO 



IIO 
IIO 

021 



— 2 



IIO 

021 =4. 
021 



Daher ist a:b:c = a/2 : b'/2 : c'/^ = a: b' : c I2. Dividiert man noch durch 
^, so folgt ö : ^ : r = 1,1477 • ^ ' 0,86237. 

Anmerkung. In den Rechnungen, welche Schrauf zur Ermittelung der Axen- 
verhältnisse bei seiner Aufstellung ausführte, hat A. Schmidt einen kleinen Rechen- 
fehler nachgewiesen, in der Tat stimmen auch die soeben berechneten Werte gut 
mit denen Schmidts überein. 

b) Transformation der Axenfelder. Ahnlich wie im vorigen Para- 
graphen fragen wir jetzt: Welche Größe besitzt das Verbindungsfeld fi der 
primitiven Strecken x und ö zweier Geraden, welche auf ein Gitter mit den 
Axenelementen a, 16, C, 9t, 93, S bezogen sind? Es möge $ in drei Kom- 
ponenten A8(, .«/SB, vd zerlegt und das Prisma, in welchem v(S. und c 
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Grundfläche und Höhenkante sind, verglichen weiden mit dem Prisma, in 
welchem [ai] und c Grundfläche und Höhenkante sind. Die Inhalte der 
Prismen sind [(*'C)c] und [aic] und wegen der Identität der Höhenkanten 
folgt: 

[ait]'~[ah]' 

Nun ist aber [{v(^)c] = [{1% + /< » + ^^Sjc], da « und » beide die Rich- 
tung von c in sich enthalten, also [8lc] = [Sc] = o ist. 

AÄ + ^uSJ + r® ist aber nach Definition dem Felde [r^] oder Ä gleich, 
daher folgt: 

Zwei analoge Gleichungen gelten offenbar, für die Komponenten A3t 
und /u93, so daß für das resultierende Feld St sich der Wert ergibt: 

Die zweigliedrigen äußeren Produkte hatten wir kürzer 6^, 3(, 93 benannt, 
die dreigliedrigen sind den Determinanten proportional, welche aus den 
Indizes der betreffenden Kanten gebildet werden. Jetzt fassen wir t als die 
Schnittkante der Flächen ooi und loo der neuen Maßbestimmung auf, ^ 
als Schnittkante von loo mit oio und nehmen noch die mit q zu bezeich- 
nende Schnittkante von oio mit ooi hinzu. Wenn wir daher obige Glei- 
chung außer auf das Geradenpaar t und & auch auf die Paare ^ und q 

resp. q und r anwenden, erhalten wir nacheinander die Axenfelder A B Cy 
so daß sich Gleichungen ergeben, die den unter a) für ä\b\c gefundenen 
vollkommen gleichlautend sind. 
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Zonale Reihenfolge der Gitterbestandteile. 
§ HO. Zonale Deduktionsschritte in der Ebene. Im § 62 hatten wir das 

Zonengesetz dazu benutzt, in der Ebene der beiden ersten Axen (also der 
Ä^-Ebene) durch Wiederholung einer erzeugenden Operation aus den 
Ausgangselementen 10, 01, 00 immer kompliziertere Elemente zu deduzie- 
ren; wir können von einer Aufeinanderfolge der Deduktionstetraeder spre- 
chen, indem wir sie in derselben Reihenfolge aufzählen, in welcher die 
Deduktionsschritte an ihnen vollzogen waren. Offenbar sind die in Betracht 
kommenden Tetraeder des § 62 schon durch ihre in der a^-Ebene gelege- 
nen Kanten hinreichend charakterisiert; anstatt von dem Übergange eines 
Tetraeders zum nächstfolgenden können wir daher von dem Übergang seiner 
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in der a^-Ebene gelegenen Kanten zu denen des nächstfolgenden sprechen; 
oder anders ausgedrückt: Wir werden (Fig. 55 — 58) die beiden von aus- 
gehenden Begrenzungslinien eines jeden dort schraf- 

fierten Vierecks als »Deduktionsfigur« bezeichnen. 

Die erzeugenden Operationen bestehen nun in Ver- 
schiebungen einer Ecke um die Länge und längs der 
-ft Richtung der ihr gegenüberliegenden Seite der De- 
duktionsfigur. Sämtliche im ersten Parallelstreifen 
F»g- 54- zur ^-Axe gelegenen Punkte lassen sich dadurch 

Deduktionsfigur in der Ebene, jeduzieren, daß wir unausgcsctzt den außerhalb der 

^-Axe liegenden Eckpunkt längs derselben verschie- 
ben; sobald wir den in der ^-Axe liegenden Eckpunkt verschieben, gelangen 
wir dagegen in einen andern Parallelstreifen hinein. 

§ III. Beziehungen zur Vektoranalysis. Durch Zuhilfenahme des vekto- 
riellen Summenbegriffs läßt sich dieses Verhalten sehr anschaulich aus- 
drücken. Jeder einmalige Deduktionsschritt bedeutet die Ersetzung einer 
Seite der jeweiligen Deduktionsfigur durch die aus ihr und der andern Seite 
gebildete vektorielle Summe. Ob es im einzelnen Fall zweckmäßiger ist 
die erste oder zweite Seite der Deduktionsfigur durch eine derartige Summe 
zu ersetzen, bedarf jedoch einer besonderen Untersuchung, die wir im fol- 
genden Paragraphen durchführen, und zwar können wir dieses Problem all- 
gemeiner so ausdrücken: Es soll geprüft werden, ob nach Ausführung 
einer bestimmten Anzahl von Deduktionsschritten der zuletzt 
erreichte Punkt so nahe als möglich an dem Vektor, welcher 
deduziert werden soll, liegt 

Die Deduktionsfiguren denken wir uns zu Parallelogrammen (Fig. 54) ver- 
vollständigt, welche ihre Ecken mit jenen gemein haben; die erzeugenden 
Operationen verändern zwar die Gestalt, aber nicht den Inhalt dieser Parallelo- 
gramme, denn nennen wir P, ein beliebiges, P^ das nächstfolgende, s die 
gemeinsame Seite desselben, so sind die auf s senkrechten Höhen von P, 
und P^ offenbar einander gleich. Jedes der Deduktionsparallelogramme ist 
daher nach § 106 ein Elementarparallelogramm unseres Gitters. Wenn an 
die Stelle eines Vektors, etwa )f^ in der Deduktionsfigur die aus ihm und 
der andern Seite q gebildete vektorielle Summe ^i + (| tritt, so sprechen 
wir von einer einmaligen Überschiebung der Parallelogrammseite, Wenn 
aber )f + 2(\ oder )^ + 3q, . . ., p + lt\ an die Stelle von )f tritt, wird von 
einer 2-, 3-, . . ., A-maligen Überschiebung zu sprechen sein; die Zahlen 
A, welche »Multiplizitäten« der Überschiebungen heißen mögen, können nun 
entweder auf einen Ersatz des ^-Vektors durch ^1 + Aq oder des q -Vektors 
durch ^j + Aq sich beziehen. Jede noch so komplizierte Deduktion in der 
Ebene muß sich als die alternierende Aufeinanderfolge dieser beiden mit 
geeigneten Multiplizitäten behafteten Arten von Überschiebungen — die wir 



12. Kapitel: Zonale Reihenfolge der Gitterbestandteile. g? 

»Hauptdeduktionsschritte« benennen, zum Unterschiede von den einfachen, 
für welche 1= i — auffassen lassen. 

§ 112. Beziehung zu den KettenbrUchen. Wird ein Punkt mit den Koor- 
dinaten x^y durch «Schritte zonal deduziert, so können wir sagen, die 
durch den i., 2., 3., • . . Deduktionsschritt erreichten Punkte liefern Nähe- 
rungswerte für das Verhältnis dieser Koordinaten, derart, daß die Rich- 
tung 0{x,y) durch jeden folgenden Deduktionsschritt genauer erreicht wird, als 
durch den vorangehenden. Rein analytisch läßt sich nun ein sukzessives 
Annähern und Erreichen d.es Quotienten x/y mittels eines Kettenbruchs reali- 
sieren; in diesem Paragraphen sollen die weitgehenden Analogien, welche 
zwischen beiden Operationen bestehen, verfolgt werden. Setzen wir z. B. 
;r=ii,7 = 3, so daß also der von nach dem Punkt 11, 3 gerichtete 
Vektor deduziert werden soll (d. h. die Linie x/y= 11/3), so schreiben wir: 
11/3 = 3-1-2/3 und erlangen die erste Annäherung, indem wir den echten 
Bruch 2/3 vernachlässigen. Eine genauere Annäherung erreichen wir je- 
doch, wenn nur ein Teil des Bruches 2/3 vernachlässigt wird, und zwar 
schreiben wir ihn hierzu i dividiert durch seinen reziproken Wert und 
können letzteren — der ja ein unechter Bruch sein muß — wiederum als 
Summe einer ganzen Zahl und eines echten Bruches schreiben; statt 2/3 

schreiben wir also —7- = — . — - und finden: 

3/2 I -f- 1/2 

exakter Wert 2. Näherungswert für 11/3 

Dasselbe Verfahren können wir mit dem neuen Rest 1/2 wiederholen 

und schreiben — = — . , so daß sich für 11/3 weiter ergibt: 

2/1 I 4- i/i ' '^ ^ 



exakter Wert 
I 



3 + 



^ + r-+i/i 



3. Näherungswert für 11/3 

3 + r+T/, = 7/2- 



Bei komplizierteren Zahlen würde eine noch öftere Wiederholung dieser 
Schritte notwendig sein. Jetzt behaupten wir: Je zwei aufeinander 
folgende Näherungswerte einer Kettenbruchentwicklung lassen 
durch einen einzigen zonalen Hauptdeduktionsschritt sich ver- 
binden. Bezeichnen wir mit /,/^, , pj^^i /aM» • • • die aufeinander fol- 
genden Näherungswerte einer Größe //^, welche in der Kettenbruchform 

^ = "' + ^ + _L 

7/3 + J_ 

7/. -f- . • • 
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gegeben sei, so sind offenbar die ersten Näherungswerte 

^x I ' ?a «« ' ^3 «,«3 + I 

und es wird unsere Behauptung bewiesen sein, wenn sich für einen belie- 
bigen rten Näherungswert die Rekursionsformel nachweisen läßt 

denn dieselbe würde ausdrücken, daß der Vektor, dessen Koordinaten /r» ^r 
sind, mittels der Multiplizität Ur (entsprechend dem X des vorigen Para- 
graphen) aus den Vektoren /r - 1 , ^r-x und/r-a, ^r-a durch Überschie- 
bung ableitbar ist. 

Zunächst konstatieren wir, daß die Rekursionsformel erfüllt wird, wenn 

Pr=p2f 9r=^39 folg^Ch A-x=A> ^r - i = ?a, /r - « = A> ^r-a=^x 

gesetzt wird, daher genügt es zu zeigen, daß unter der Voraussetzung, die 
Rekursionsformel gelte für irgend eine Zahl r — i, sie auch für die nächst- 
höhere Zahl, also r, zutrifft. In der Form 

Pr-^ Ur-xpr-^ + pr - 3 

qr-x Ur-j^r-^ + ^r-s 

nehmen wir demnach die Relation als bewiesen an. Um nun den r — iten 
Näherungswert in den rten überzuführen, haben wir statt «r-i 

zu setzen «r-xH , dadurch folgt: 

Pr _ r " \"^_i)/':; ' "^^;:^ _ M;/.,.A-.+A-3)+A-. 

yir - I -r ~ I ^r - 2 -r yr - 3 

Urpr -z+ pr- 2 
Urqr—x -\' qr -1 

Die Größen Ur sind also den Multiplizitäten A, welche den einzelnen 
Hauptdeduktionsschritten zukommen, der Reihe nach gleich. 

■ m 

§ 113. Beziehung zur Transformation der Indizes. Der Übergang von 

einem Elementarparailelogramm eines ebenen Punktgitters zu einem andern 
gleichgroßen kann stets als eine Transformation der Linien, durch welche 
das Punktgitter zu einem Parallelengitter vervollständigt wird, aufgefaßt 
werden (vgl. § io6). Daher geben die Methoden des vorigen Paragraphen 
ein Mittel an die Hand eine beliebige derartige Transformation in beson- 
ders einfache Schritte zu zerlegen und zwar derart, daß jeder einzelne der- 
selben wiederum ein zonaler Deduktionsschritt ist. 

Beispiel: Ein ebenes Gitter soll so transformiert werden, daß 
die Axen, die anfänglich von oo nach lo resp. von oo nach oi 
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sich erstreckten, zwischen oo und 11,3 resp. 00 und 7,2 einge- 
spannt erscheinen. 

Hierzu kann die Kettenbruchentwicklung des vorigen Paragraphen für 
11/3 dienen, die wir schreiben: 

II , I 

I + 1 

I 

Die wellenförmig unterstrichenen Zahlen geben uns die Multiplizitäten 
l für die alternierenden Überschiebungen. Es ist also zunächst der drei- 
fache Vektor 00,10 an den Vektor 00,01 anzusetzen (vgl. die gestrichelte 
Linie der Fig. 55 und das schraffierte Elementarparallelogramm), sodann 
ist der einfache Vektor 00,31 an 00,10 anzusetzen (vgl. Fig. 56), somit 
gehen die Linien der Deduktionsfigur, nach dem zweiten Hauptschritt 




\3i(00,l0 




Fig. SS- _ 

Erzcugong der Deduktionsfigur öö,io; 00,31. 



Fig. 56. 



Erzeugung der Deduktionsfigur 00,31 ; 00,41. 



von 00 nach 31 resp. 41; sodann ist der resultierende Vektor von 00,41 
und 00,31 an Stelle von 00,31 zu setzen, die Linien der Deduktionsfigur 
sind also nach dem dritten Deduktionsschritt 00,41 und 00,72 (Fig. 57). 
Schließlich ist die Resultierende von 00,41 und 00,72 an die Stelle von 00,41 
zu setzen, dadurch entsteht in der Tat die gewünschte Deduktionsfigur 
(Flg. 58) 00,72, 00,11.3. 

§ 1 1 4. Obergang zum dreidimensionalen Gebiet durch verallgemeinerte Kelten- 

brOche. Bei der Bildung der Kettenbrüche hatten wir für jeden Rest r von der 
identischen Umformung Gebrauch gemacht r= —- ^ nun hat bereits Euler 

statt dessen die allgemeinere Umformunsf r= - eingeführt. Bezeichnen wir 

aiy 
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im ersten Fall ijr, im andern aber ajr als »Restnenner« so können wir sagen, 
bei den gewöhnlichen Kettenbrüchen beziehen sich die Restnenner stets auf 
den Zähler i, bei den verallgemeinerten Kettenbrüchen werden willkürlich 





1t.3 



Fig- 57. 



Fig. 58. 



Erzeugung der Deduktionsfigur 00,41 ; 00,72. 



Erzeugung der Deduktionsfigur 00,72; 00,11.3. 



wählbare Zahlen a zu »Restzählern« gemacht. Wenn es sich nun darum 
handelt h\k\ /, wo h^k^l sei, durch Näherungszahlen zu ersetzen, so 
ist für das eine dieser Verhältnisse, etwa k : /, noch die gewöhnliche Ketten- 
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bruchentwicklung ansetzbar; würde man aber noch ein zweites Verhältnis, 
etwa Ä : /, in einen gewöhnlichen Kettenbruch entwickeln, so hätten all- 

k . h 

gemein die Näherungswerte von -j andere Nenner als diejenigen von y Da- 
her wäre es nicht möglich auf diese Weise drei teilerfremde Zahlen aus- 
findig zu machen, welche Näherungswerte von' AA, Ik^ XI bilden, wo X ein 

h 
Proportionalitätsfaktor ist. Dagegen gelingt dieses, wenn -j in geeigneter 

Weise in einen verallgemeinerten Eulerschen Kettenbruch entwickelt wird, 

und zwar wählen wir den ersten Restzähler r^ so, daß der Restnenner von 

h k 

-j demjenigen von -j gleich wird. Haben wir die Anfangsgleichung: 

J = ^o + ^07 

SO formen wir daher die erste um in: 

Während a^\b^\\ die erste Annäherung für h\k\l bilden, erlangen 

wir eine zweite, wenn wir r, und q^ in derselben Weise weiter behandeln, 

h k 
wie es mit y, -.- geschah. Daher schreiben wir 

Px = ^i + ^I 

^x = ^x H und formen den ersten Ausdruck um zu: 

?. = ö. + — • 

Werden die hinter den -f- Zeichen stehenden Terme ganz vernach- 
lässigt, so entsteht die zweite Annäherung, behandeln wir dieselbe analog 
weiter, so ergibt sich die dritte Annäherung, die somit zu Gleichungen fuhrt 

?a = ^a + -'^a 

r^= ^3 H und, wenn die erste derselben umgeformt wird 

In dieser Weise können wir fortfahren und die Operationen zu folgen- 
dem Schema vereinigen: 

Sommer feldt, Geometr. Kristallogr. y 
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h ' 

-r = ^o + ^o ' ^, =^, +^« ?,= ^a-t-Äa 93 = ^3 + ^? 



■ r3 = ^3 + — 



Als Beispiel entwickeln wir 11:6:4 in einen Kettenbruch und finden: 



4 4 

4 4/2 






o 

2 



2 



2 



ü_.^3/2 ■ 4 _,_^o/i i 



4 4/2 



— = 2+ , j 

2 2/1 I 



II 



Demnach lautet der erste Kettenbruch — 

4 

6 



= 2 



» zweite 



+ 



+ 



2 
I 



+ 1/2 



+ 0/2' 



+ 0/2 



Die erste Annäherung finden wir, wenn alles, was rechts von der ersten 
gestrichelten Vertikalen, die zweite Annäherung, wenn wir nur das hinter 
der andern gestrichelten Vertikalen Stehende vernachlässsigen, somit folgt: 
2:1:1 als erste, 5:3:2 als zweite Annäherung. 

Nun läßt sich eine Rekursionsformel für die Näherungswerte aufstellen, 
welche nur eine Übertragung derjenigen des §111 auf das dreidimensionale 
Gebiet darstellt und daher ebenso wie jene die Addition von Vektorenkom- 
ponenten ausdrückt. Diese Rekursionsformel lautet: 

/^r + X = ^r + i^r + ^r + i/^r - X + Ar - a 

Kr + I ^^^= ^r 4- X ^r ~T~ ^r + i ^> i "i ^r — a 

/r + I = dr ^zlr 4" ^r + i ^r — i + /r — a 

und kann durch Umformungen, die ähnlich denen des § 1 1 1 sind, bewiesen 
werden. Diese Formeln gestatten bei höheren Zahlwerten die Rechnungen 
sehr abzukürzen. Als Beispiel entwickeln wir die Näherungswerte von 
85:71:62, indem wir, um die a^ und ^-Größen kennen zu lernen, das 
frühere Schema ausführen: 



?5 
62 



T^=I + 



11 
t2 



ff=I + 



?5 
62 



-^= I 4- 



i3 
62 



62/9 

23/9 
62/9 



62 
9 
23 
9 
62 

9 



— =6 + 



^=2 + 



-=6 + 



8 



9/5 

8/5 
9/5 



9 
5 
8 

5 

9 
5 



-f 



= 1 + 



5/3 
4/3 



3 

4 



■+f 



^=,+^1-=.+ 



3 

5. 
3 



= 1 + 



3/1 

dl 

3/1 



1 
I 

2 
I 



o 
3+- 



' + T 







ndteile. gg 

liefern wir den Nach- 

''^<£ftiltenen Annäherungen wirk- 

£''0 aber dabei auf das zwei- 

I^C^ch um die Deduktion einer 

den Grenzfatl handelt, 

:|j|r^^^fve Strecke also unendlich 

** ""läherungswerte, welche die 

fert, abwechselnd gröDer 

fuhren also zu primitiven 

, ^^ ^JwPien von der zu deduzieren- 

*§ISt)5j>r + ,?. + ,) einen kleineren 

"~',fÖ^,i|. Falls /:^ irrational ist, 

■"^^an wird durch genügende 

iemals erreichen, aber ihm 

^an von einem absoluten 

nur von einem relativen 

_ die durch eine willkürlich 

■^r^Jchte Annäherung in einem 

Indem wir diesen Gedan- 

i^^^ssen wir den Endpunkt /V 

~ Unter allen im Innern 

jS-Gitterpunkten, welches 

JJS^n von /*, zu Ecken hat, 

■^i^;von (/7^) als Pr selbst; 






chen dem rechten und linken 
ies Zwischengebiet kann nach 
■ung) erfolgende Aneinander- 

ler im hmteien rechten Qaa- 
Iteil der Fig. 60-61 dem Te[l PrXV 




Ranmgitter. 

I^ffl;!) des Gitters aufgefaßt werden, so daß 

in seinem Innern, sondern nur auf 

als ein »primitives Gebiet* bezeichnet 

'arallele zu /7?i welche die Abszisse in 



ff. 







ele zwischen Pr und L niemals aus dem 

4^||cn vor Pr befindlichen Hauptnäherungs- 

an p, q liegen, da ja andernfalls 

fj eine Verschlechterung der Approxi- 

aber sonstige Gitterpunkte, die rechts 

t Abstand als Pr von der /, i^- Linie 

ischen dieser Parallelen und der p^- 

Cfür den rechten Teil des schraffierten 

iken Gebiet, das also die Punkte Pr^ , 

l^ä^ä^scheiden wir die Fälle, daß die Multipli- 

'A'^^-' ^^'cit^^^ gleich I oder größer als i 

;Elö^-=£e Parallele (/•, ^), zur Ä?-Linie, die 

wie die frühere Linie {p, g), ^ LP^ 

Ijsn wir den gesammten Streifen, der von 
^ten Parallelen begrenzt wird und wer- 
-^hraffierten Parallelstreifen kein Gitter- 
:r& Abstand von der p, ^-Linie besitzt. 
"l^iplizität ist größer als i, so beträgt der 
i*5Js Multiplum von OPr. Tragen wir 
so liegt Q außerhalb des schraf- 
'^Pr - 1 Q nicht kleiner als OPr sein kann, 
■^sPr + 1 zwischen Q und Pr + i, tritt also 
__ ;3gfe in den schraffierten Streifen; folglich 
''^♦cäS dem Gebiet, welches zugleich schraf- 



^i^m -ti-t-j-j. 
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fiert ist, und zwischen /, g und (/, y). Hegt, kein Gitterpunkt Ist die Mul- 
tiplizität gleich i, so läßt sich Hilfspunkt Q nicht konstruieren; die Linie 
(A ^)i kann daher früher in das schraffierte als in das primitive Gebiet ein- 
treten, in letzteres muß sie zwischen Pr—x und Pr+i einschneiden und 
kann von dann ab dasselbe nicht mehr verlassen; vorher indessen kann ein 
Dreieck XYZ existieren, welches schraffiert ist und doch nicht dem primi- 
tiven Gebiet angehört, daher muß ein besonderer Beweis für die Nicht- 
existenz von Gitterpunkten im Innern dieses Dreiecks erbracht werden. 
Nun ist OPrPr-xPr^x ciu Elementarparallelogramm des Gitters, fügen wir 
an seine Seite P^ - x -fr + x ein ihm kongruentes an (Fig. 60), so kann daher 
auch dieses keinen Gitterpunkt in seinem Innern enthalten. Dagegen muß 
Z in seinem Innern liegen, daher gilt unser Satz in allen Fällen*). 

§ 116. Vierseitskonstruktionen und harmonische Lage, a) Die erzeugenden 
Operationen der Deduktion, welche wir bisher als vektorielle Summationen 
der Axeneinheiten interpretiert hatten, lassen sich auch zu dem Begriff der 
harmonischen Lage in Beziehung setzen. 
Aus drei komplanaren Richtungen a, i, b 
(Fig. 62) leiteten wir früher f dadurch ab, 
daß wir den Vektor b = -^/^an a ansetz- 
ten und seinen Endpunkt mit verban- 
den; jetzt legen wir alle vier Richtungen 
durch und behaupten, dieselben bilden 
alsdann ein harmonisches Büschel, es 
könnte also f auch durch Konstruktion 
des vierten harmonischen Elements aus 
a, 6, b gewonnen werden. 

Zum Beweise zeigen wir, daß die vier Konstruktion des 4. harmonischen Punktes als 

Schnittpunkte von AB mit den Strahlen des Deduktionsschrittc. 

Büschels harmonisch liegen, diese vier Punkte 

sind AB selbst, der Mittelpunkt von AB und der unendlich ferne Punkt dieser 
Geraden. Konstruieren wir aber die Hilfslinie AD ^= AF^ so gelangen wir 
genau zu der Konstruktion des § 83 Anmerk. für die harmonische Teilung der 
Strecke AB und zwar auf den speziellen Fall angewandt, daß der damalige 
Punkt D ins Unendliche rückt. Daher befinden die Endpunkte einer Strecke mit 
ihrem Mittelpunkte und dem unendlich fernen Punkt ihrer Geraden sich stets in 
harmonischer Lage. 

b) Derselbe Begriff kann auch auf die Linearprojektion (und stereo- 
graphische Projektion) mannigfache Anwendung finden. Die erstere denken 
wir uns in der allgemeinsten Art ausgeführt, indem wir nicht mehr wie in 
§ 67 ff. eine Axenebene zur Projektionsebene machen, sondern die vier in 
einen gemeinsamen Punkt verschobenen Flächen des Ausgangstetraeders 




*) Dieser Beweis und einiges andere in diesem Kapitel ist dem Werke F. Klein, Vorles. 
über Zahlenlheorie (ausgearb. von A. Sommerfeld) entlehnt. 
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mit einer beliebig gelegten Projektionsebene schneiden. In letzterer be- 
trachten wir die Tracen der vier tautozonalen Flächen (loo), (oio), (iioj, 
(iFo); die Richtungen derselben müssen ein harmonisches Büschel bilden, 
denn innerhalb der Ebene ooi bilden nach a) die Tracen dieser Ebenen 
ein solches und es überträgt sich die harmonische Lage auch auf die jetzige 
Projektionsebene (Beweis ähnlich wie § 83); diese Tracen wollen wir direkt 
zeichnen. Zu diesem Zweck benutzen wir als Ausgangstetraeder das von 
den Flächen iii, iTi, Tfi, Tu gebildete und gewinnen durch je einen 




Fig. 63. 

Vierseitskonstruktionen als Deduktionsschritte. 

Deduktionsschritt die Diagonalen des von diesen vier Tracen gebildeten 
vollständigen Vierseits. Diese Diagonalen sind demnach als Tracen von 
100, 010, 001 aufzufassen. Die Trace von iio muß nun erstens durch den 
Schnittpunkt der Tracen von 100, 010 gehen, zweitens durch den, in 
welchem sich die Tracen von 001 und iii schneiden. Ebenso ergibt sich die 
Trace von iTo als Verbindungslinie zweier bekannter Schnittpunkte, nämlich 
erstens von oTo mit 100, der mit identisch ist, zweitens 001 mit iii. Da 
die in sich schneidenden Tracen der vier Flächen (ico), (010), iio), (iIo- 
ein harmonisches Büschel bilden, so müssen auch auf der Trace von 001 
vier harmonisch liegende Punkte durch diese Linien bestimmt werden, und 
zwar die in Fig. 63 durch * bezeichneten. Zwei derselben sind Ecken des 
vollständigen Vierseits und ihre Verbindungslinie ist eine Diagonale, die 
zwei andern sind die Schnittpunkte dieser Verbindungslinie mit den beiden 
übrigen Vierseitsdiagonalen, so daß wir gleichzeitig den Satz finden: In 
einem vollständigen Vierseit wird eine Diagonale durch den Schnitt mit 
den beiden andern harmonisch geteilt. 
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VI. Abschnitt 

Allgemeine Sätze. 

13. Kapitel. 

Grundgesetz der geometrischen Kristallographie. 

Vorbemerkung. In diesem Abschnitt wird eine Reihe von Sätzen, die in 
speziellen Fällen oder praktischen Anwendungen größtenteils schon früher erwähnt 
worden sind, einheitlich und von einem allgemeinen Standpunkt aus zusammen- 
gefaßt werden. Ein Hauptziel der weiteren Ausführungen wird es sein, die An- 
nahmen, auf welchen unsere von Strukturhypothesen freien Schlüsse basieren, 
einer Prüfung zu unterwerfen. 

§ 117. Zonengesetz. Dasselbe formulieren wir im Anschluß an § 61 ff. 
folgendermaßen: Wird ein Hexaid um ein Tetraeder so beschrieben, daß 
in jedem Flächenpaar des Hexaids zwei gegenüberliegende Kanten des 
Tetraeders enthalten sind, so gehören die Richtungen der Hexaidflächen 
einer jeden Kristallreihe an, in welcher das Tetraeder vorkommt. Diese 
Ausdrucksweise ist indessen noch nicht der Gesamtinhalt, denn dort waren 
außer den Hexaidflächen auch die Verhältnisse a\b\c (Axeneinheiten) 
durch das Tetraeder bestimmt; während also die jetzige Ausdrucksweise 
beliebige Parallelverschiebungen der Hexaidflächen gestattet, durften dort 
nur solche vorgenommen werden, durch welche a\b\c (Fig. 27 0:) nicht 
geändert wird. 

Mit diesem Zusatz versehen möge das Zonengesetz als > Gesetz der 
geometrischen Deduktion« bezeichnet werden. (Möbius spricht in einem 
analogen Sinn von »geometrischer Ableitung«.) Dem Gesetz der geometri- 
schen Deduktion zufolge ist es also statthaft a\b\c als kristallographische 
Axeneinheiten zu wählen, was aus dem speziellen Zonengesetz nicht ersehen 
werden kann, sondern nur aus dem erweiterten. 

§ 118. Rationalitätsgesefze. a) Rationalität der Axenabschnitte. 
Diese Ausdrucksweise des Grundgesetzes bezieht sich ebenfalls auf ein von 
vier Kristallflächen gebildetes Tetraeder und zwar sind drei von der gleichen 
Tetraederecke ausgehende Kantenlängen desselben als »Axeneinheiten« auf- 
zufassen. Unser Gesetz lautet alsdann: Jede Fläche, welche durch drei 
ganzzahlige Punkte der hierdurch bestimmten Skalen hindurchgeht, ist 
parallel einer kristallographisch möglichen Fläche. 

b) Rationalität der Doppelverhältnisse. Werden statt wie in a) 
die Axenabschnitte jetzt als Bestimmungsstücke einer Fläche je zwei Doppel- 
verhältnisse benutzt, so wird die Auffindung der Gesamtheit von Flächen 
einer Kristallreihe durch folgenden Satz vermittelt: Das Doppel Verhältnis 
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von je vier Flächen einer Zone ist rational. Den Beweis dieses Satzes 
bilden die Überlegungen des § 89, vgl. ferner § 90. 

c) Rationalität der Indizes. Dasselbe drückt ebenfalls die Rationa- 
lität zweier Doppelquotienten aus, denn es besagt: Sind a^ 6, c die Axen- 
einheiten, m^ n^ p die Axenabschnitte einer Fläche, so lassen sich drei 
rationale Zahlen r, /, /' so bestimmen, daß 

ajrn : ö/n : c/p = r:r': r". 

Diese drei Gleichungen stellen nur zwei voneinander unabhängige dar. 

d) Rationalität der Parameterverhältnisse. Das Flächenbündel 
einer Kristallreihe schneidet auf jeder Linie, die mit einer ihm zugehörigen 
Schnittkante parallel ist, Längen ab, die zueinander in rationalem Verhältnis 
stehen. Der Satz ist offenbar nur ein spezieller Fall der vorigen. 

e) Rationalität der Komponentenverhältnisse. Die Quotienten 
aus den vektoriellen Axenkompohenten einer beliebigen Kante (Fläche) und 
den ihnen parallelen Komponenten der Einheitskante (Fläche) "^verhalten sich 
wie drei ganze Zahlen (vgl. § 70 und § 93). 

f) Rationalität der Eckensinusverhältnisse. Wenden wir die Form 
b) des Rationalitätsgesetzes auf die vier Schnittkanten ^, ^, ^, ^ an, welche 
vier Flächen B, C, D, E mit einer und derselben Fläche A in gleicher Folge 
bilden, so folgt: 

, , ,, %\Viac sxrvad , ^ 

[abcd] = - — r- : - — tj = rat. ' 

' sin oc sin da 

Diese vier Sinusse können nun zu den Eckensinussen, welche je drei der 
Flächen A^ B, C, D, E bilden, in Beziehung gesetzt werden, denn es ist 
(nach Formelverzeichnis Nr. 96) 

sin ac • sin DA - sin AB = sin [ABD) 
sin ^ ^ • sin DA • sin ^ C = sin {ACD) 
sin ad • sin EA • sin AB = sin (ABE) 
sin bd • sin EA * sin AC = sin [ACE], 

Setzen wir in das Doppelverhältnis der Gleichung * diese Werte ein, 
so heben sich alle Sinusse fort und es folgt: 

sin(^^Z^) s\n{ABE)_ 
'^[ACD] ' sin [ACE] ~ 

Durch ähnliche Umformungen läßt sich noch die Rationalität von an- 
dern Bestimmungsstücken der Kristallreihen nachweisen. 

§ 119. Satz Ober die Periode der Symmetrieaxen. Es ist von Wichtigkeit, 

daß die Annahm^ über die Periode der Symmetrieaxen, welche den 
Symmetriebetrachtungen des I. Abschnitts vorausgeschickt wurde, eine rein 
mathematische Folge des Grundgesetzes der geometrischen Kristallographie 
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ist. Zum Beweise verfahren wir folgendermaßen: a) Bei einer regelmäßigen 
körperlichen Ecke ö, die eine gerade Anzahl N^= in Flächen besitzt, legen 
wir durch die erste und « + ite Schnittkante eine gemeinsame Ebene 
(Fig. 64) und durch die zweite und ^/ + 2 te eine andere Ebene. Beide 
schneiden sich in der Symmetrieaxe; nehmen wir Parallelverschiebungen 
mit diesen Ebenen vor, so wird deutlich, daß zwei auf der Symmetrieaxe 
senkrechte Schnittkanten (d und e) mit den Flächen des körperlichen A^-Ecks 
entstehen, daher ist die Basis Verbindungsebene rationaler Kanten, sobald 
die iV^- Ecksflächen rational sind. Wenn N ungerade und gleich oder 
größer als fünf ist, so gilt dieselbe Folgerung, denn bringen wir von vier 
aufeinander folgenden Flächen des iV-Ecks die erste und dritte zum Schnitt 
und ebenso die zweite und vierte, so zeigen diese Linien, daß sich die 
Symmetrieaxe stets als Schnittkante zweier Flächen erzeugen läßt, die durch 
eine Kante des A^-Flachs und durch a resp. b gehen. Es ist also auch 
im ungeraden Fall die Symmetrieaxe und analog auch die Basis der Pyra- 
mide aus ihren Flächen zonal ableitbar, jedoch versagt der Beweis für iV^= 3, 
da alsdann die Flächenzahl der Pyramide zu klein ist, um die zwei für den 
Beweis erforderlichen Kanten a und b zu gewinnen. Ahnliche Hilfskonstruk- 
tionen, welche z. B. die Linie / im 
Falle JV= 6 liefern (Fig. 64), zei- 
gen, daß auch für gerade Werte 
von N alle Symmetrieebenen des 
xV-Flachs zonal ableitbar sind. 
Die alleinige Anwendung der 
Schnittregeln, welche im Grund- 
gesetz der geometrischen Kristallo- 
graphie enthalten sind, führt also 3 
bereits zu folgendem Satz: Wenn 
vorausgesetzt wird, daß aus 
vier Flächen eines regelmäßi- 
gen /2-Flachs die übrigen ra- 
tional ableitbar sind, so folgt 
ein gleiches für die //-zählige 

Axe, für die Basis sowie für die 2-zähligen Symmetrieaxen des 
regelmäßigen «-Ecks, welches innerhalb der Basis vorhanden ist. 
b) Eine numerische Anwendung des Grundgesetzes der geometrischen 
Kristallographie zeigt aber, daß die Folgerung über die Rationalität der im 
letzten Satz genannten Symmetrieaxen nur im Fall ;i = 4 und w = 6 wider- 
spruchsfrei ist; es läßt sich die Folgerung über die Rationalität der Sym* 
metrieaxen und damit auch die Voraussetzung über die rationale Ableit- 
barkeit des «-Flachs aus vier seiner Flächen folgendermaßen im Fall 
;/=5 oder > 6 ad absurdum führen: Da vorausgesetzt ist, daß für iV^ 4 
die Eckenradien und kantenhalbierenden Radien des basalen Querschnitts 
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Fig. 64. 

Rationalität der Symmetrieaxe einer regelmäßig 
n • flächigen Ecke (n > 3). 
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rationale Indizes erhalten, muß auch das von vier derselben gebildete 
Doppelverhältnis rational sein. Bezeichnen wir drei aufeinander folgende 
Eckenradien mit/, ^, r, und den zwischen q und r li^enden kantenhalbieren- 
den Radius mit s^ so folgt: 

. sin 2 • 360/ A^: sin 360/2 N 

\Ph } gjj^ 360/iV: sin 360/2 N 

Heben wir die gleichen Terme fort und wenden die Formel sin 2a = 
2 sin a cos ^ an, so folgt: 

(pqrs) = 2 cos ^6o/N=i rat. 

Es muß also der Kosinus des charakteristischen Drehungswinkels rational 
sein ; nun läßt sich zeigen, daß dieses für keinen andern Winkel als 360/2, 
360/3, 360/4, 360/6 möglich ist (vergleiche den folgenden Paragraphen, 
sowie auch die elementaren Beweise dafür, daß cos 360/5 nicht rational 
sein kann). 

Der Fall N== 3 erfordert besondere Überlegungen. Als Koordinatenaxen 
wählen wir drei Richtungen, welche sich bei den Deckbewegungen um die 
Symmetrieaxe 00' vertauschen. Wenn die den früheren analogen Winkel- 
halbierenden Symmetrieebenen rationale Indizes erhalten, muß offenbar 
nach dem früheren Beweis auch die Symmetrieaxe, die Basis sowie auch 
in letzterer jede Seite und Höhe des gleichseitigen Dreiecks rationale 
Indizes erhalten; auf den Schenkeln unseres Dreikants können alsdann die 
drei Axeneinheiten als gleich lang angenommen werden. Wenn es hin- 
gegen gestattet wäre, die Axeneinheiten beliebig zu wählen und z. B. auf 
dem ersten Schenkel das ^3 -fache, auf dem zweiten das V5 -fache, auf dem 
dritten Schenkel das 7r-fache der Längeneinheit als Abschnitt der Einheits- 
fläche anzunehmen (wo tv die Ludolphsche Zahl 3,1415... bedeutet), so 
würde weder die Basis, noch eine der Winkelhalbierenden Ebenen, noch die 
Symmetrieaxe des Dreikants rationale Indizes erhalten. Indessen führt diese 
Wahl für die Axeneinheiten auf einen Widerspruch: bei asymmetrischen 
Kristallreihen kann zwar nach der Wahl dreier Koordinatenebenen die Ein- 
heitsfläche beliebig angenommen werden (§ 61), hier jedoch wird gefordert, 
daß die Flächen, welche entstehen, wenn man um die Axe öö' im Betrage 
120° dreht, zusammen mit den ursprünglichen als eine einzige Kristallreihe 
aufgefaßt werden können; denken wir uns nun die Kristallreihe nach den 
Anweisungen des § 64 und § 116 aus dem Ausgangstetraeder geometrisch 
deduziert, so ergeben sich als Schnittpunkte mit den Axen die rationalen 
Vielfachen von den Längeneinheiten auf der ersten resp. zweiten resp. dritten 
Axe. Diese Punktreihen vertauschen sich aber bei den in Frage kommen- 
den Drehungen nicht, denn obgleich die Träger der Punktreihen, d. h. die 
Axen, sich vertauschen, so sind doch die auf ihnen befindlichen Strecken 
inkommensurabel. Wenn nicht nur die Axen, sondern auch die Rational- 
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teilungen, die auf ihnen angebracht sind, sich lediglich vertauschen sollen, 
so müssen die drei Einheiten kommensurabel miteinander sein. Alsdann 
befindet sich offenbar in der Tat stets eine auf allen drei Axen gleiche 
Abschnitte besitzende Fläche unter den Rationalflächen. 

Unter diesen Voraussetzungen ist also der Fall einer dreizähligen Axe 
den übrigen vollkommen analog; bevor wir auf die Änderung eingehen, 
die dieses Resultat erfährt, wenn nur das Zonengesetz an Stelle desjenigen 
der geometrischen Deduzierbarkeit (vgl. § 116) postuliert wird, möge ein 
beim vorigen Beweis benutzter Hilfssatz nachgeholt werden. Derselbe ist 
mehrfach analytisch bewiesen, hier möge statt dessen derjenige Beweis, 
welcher sich am besten unserer geometrischen Behandlung der Raumgitter 
anfügt, wiedergegeben werden. 

§ 120. Wann besitzt ein ganzzaliliger Bruchteil der vollen Umdrehung einen 

rationalen Kosinus? Wenn n eine ganze Zahl ist, so ist cos^ — nur dann 

rational, wenn sein Wert o, i, 1/2 beträgt, was sich entweder analytisch 
oder geometrisch aus den Eigenschaften der regelmäßigen «-Ecke ableiten 
läßt. Hierzu möge zunächst folgender Satz bewiesen werden: Zerlegt man 
in einem regelmäßigen 2/^-Eck einen Eckenradius a in Komponenten a 
und hj die parallel und senkrecht zu dem an a nächstliegenden Eckenradius 
sind, so ist, wenn dem Kosinus des charakteristischen «-Eckswinkels y ein 





Fig. 65. 

Vektorielle Addition der Eckenradien eines regelmäßigen Polygons. 
a. Eines beliebigen »-Ecks. ^. Eines Secksecks. 



rationaler Wert zukommt, jeder Eckenradius gleich der vektoriellen Summe 
rationaler Multipla von a und 6. Für einen Eckenradius, der das w- fache 
des charakteristischen Winkels y mit a bilden möge, gilt, unter ^j, q seine in 
Frage kommenden Komponenten verstanden, die Gleichung ^i = cos;/y, 
indem der Kreisradius gleich i gesetzt wird. Soll diese Komponente, aus- 
gemessen in der Größe von a, welche aber cos y beträgt, rational sein, so 
muß cosny/cosy rational sein. Eine analoge Gleichung gilt für die auf a 
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senkrechte Richtung. Unser Hilfssatz ist also bewiesen, da beweisbar ist 
daß durch die Rationalität von cosy bewirkt wird, daß auch cos ny / cos y 
und sin ny /sin y für jede ganze Zahl rational werden*). 

Da eine endliche Menge rationaler Multipla von a und d stets als eine 
Menge ganzzahliger Vielfacher von geeigneten Bruchteilen der ö, 6 aufgefaßt 
werden kann, so läßt sich das erhaltene Resultat auch so ausdrücken: Durch 
die vorausgesetzte Rationalität wird die Existenz zweier Vektoren bedingt, 
aus denen sich die sämtlichen oben genannten Eckenradien mittels ganz- 
zahliger linearer Komponenten zusammensetzen lassen. Der zweite Teil des 
Beweises unseres Hauptsatzes besteht nun darin, für Polygone mit hoher 
Seitenzahl einen Widerspruch in dieser ganzzahlig vektoriellen Zusammen- 
setzbarkeit nachzuweisen, so daß auch die Rationalität von cos;ir für diese 
Fälle nicht zutreffen kann. Zunächst setzen wir die Seitenzahl des Polygons 
gerade — etwa gleich 2« — voraus, und wir wollen zur Vereinfachung der 
Ausdrucksweise den Fall eines Zwölfecks ins Auge fassen (Fig. 65). Bilden 
wir die vektorielle Summe (a + B) des ersten und sechsten Eckenradius, so 
halbiert dieselbe den Winkel 1^6, ist aber kleiner als der ursprüngliche Ecken- 
radius. Bilden wir ebenso die vektoriellen Summen 2 + 7 , 3 + 8 , so 
erlangen wir ein dem ursprünglichen konzentrisches aber kleineres Zwölfeck. 
Träfe die Bedingung zu, daß sich die Vektoren i, 2, .... 12 aus zwei Gnind- 
vektoren ganzzahlig linear zusammensetzen lassen, so müßte ein Gleiches 
auch für alle ganzzahlig aus diesen ableitbaren gelten, also auch jeder Ecken- 
radius des kleineren Zwölfecks linear ableitbar sein. Auf dieselbe Art, wie 
dieses kleinere Zwölfeck erzeugt war, kann aus ihm ein noch kleineres 
erlangen, dessen Exkenradien aber ganzzahlig vektoriell abgeleitet aus denen 
des größeren wären, sofern letztere aus zwei Grund Vektoren sich ganz- 
zahlig vektoriell ableiten ließen. Nun läßt sich aber diese an Größe mehr 
und mehr abnehmende Reihe von Zwölfecken unbegrenzt fortsetzen; wie 
klein man sich daher auch die Grundvektoren denken mag, so wird man 
durch genügend langes Fortsetzen der Polygonkonstruktionen so kleine 
Längen finden, daß dieselben nicht mehr der in Frage kommenden Ganz- 
zahligkeit genügen können. Die Abnahme der Polygongröße ist offenbar 
eine um so raschere, je größer die Seitenzahl eines derselben ist, für 
2« = 4 oder 6 hingegen erfolgt keine Abnahme, so daß auch der für 
höhere Zahlen somit wirklich nachgewiesene Widerspruch auf diese sich 
nicht erstreckt. Für « = 6 wäre nämlich (Fig. 65 d) (i) + (3) usw. zu bilden. 



♦; Vgl. Hessel: Grunerts Arch. f. Math. ü. Phys. 48 p. 88 (1868), wo der hier wieder- 
gegebene Beweis in größerer Ausführlichkeit dargestellt ist; es kann übrigens unser Hilfssatz 
als eine Umkehrung eines im vorigen Paragraphen enthaltenen Ergebnisses aufgefaßt werden, 
dort wurde gezeigt, daß die Rationalität von cosy notwendig ist um die Gesamtheit der 
Symmetrierichtungen des «-Ecks aus zwei derselben durch vektorielle Summation rational 
abzuleiten, hier ergibt sich, daß diese Forderung auch hinreichend ist. 
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es ist aber (i) + (3) = (2), so daß bei Ausführung der vektoriellen Summa- 
tion im Fall des Sechsecks überhaupt keine neue Figur entsteht. Im Falle 
;/ = 4 zeigt eine Ausführung der analogen Zeichnung, daß sich nicht wie 
früher eine abnehmende, sondern eine ansteigende Reihe von Polygongrößen 
ergibt. 

Nunmehr gehen wir zu dem Fall über, daß die Anzahl der Polygonecken 
ungerade ist, derselbe läßt sich sofort auf den vorigen Fall zurückführen, 
mit Hilfe der Überlegung: Sollen die Eckenradien eines Polygons, dessen 
Eckenzahl ungerade ist, aus zwei Grund vektoren a^ b linear ableitbar sein, 
so muß dieser Forderung auch das Polygon, dessen Eckenzahl 2n beträgt, 
genügen. Bei Ausführung einer Inversion ergibt sich nämlich sofort: Wenn 
erstere aus 0, b linear vektoriell ableitbar sind, so müssen die invers ge- 
richteten in genau derselben Weise aus ^ ä, — b ableitbar sein. Folglich sind 
dieselben auch ganzer Zahlen vektorielle Vielfache von — ^, — b. Somit ist 
« = 3 der einzige unter den ungeraden Zahlen in Betracht kommende Wert 
für ein unseren Forderungen genügendes «-Eck, denn « = 5 würde auf 
den Widerspruch fuhren, daß regelmäßige Polygone mit einer geraden 
Eckenzahl, die 10 oder mehr beträgt, der Forderung dieses Satzes genügen. 

§ 121. Sind Symmetrieaxen stets Rationalkanten ihrer Kristallreihe? In 

§116 hatten wir gezeigt, daß vier- oder sechszählige Symmetrieaxen 
stets zonal ableitbar aus den Begrenzungskanten sein müssen, daher auch 
Rationalkanten sind; für zweizählige Axen läßt sich derselbe Beweis leicht 
erbringen, denn vorausgesetzt, daß Drehung um sie im Betrage von 
180° irgend zwei Begrenzungskanten ä, b bezüglich in 0', U überführt, so 
konstruiere man eine Ebene, welche die Richtungen a und a\ sowie eine 
zweite, welche die Richtungen b und V enthält. Die Schnittkante dieser 
Ebenen läuft der Drehungsaxe parallel, soweit ist unser Resultat für den 
Fall der zweizähligen Axe bewiesen. Für dreizählige Symmetrieaxen hatten 
wir den gleichen Beweis von der Voraussetzung aus erbracht, daß die ganz- 
zahligen Teilungen, welche das Deduktionsprinzip auf drei gleichwertigen 
Richtungen liefert, nicht inkommensurabele Multipla voneinander sein dürfen. 
Hierbei ist jedoch zu beachten, daß bereits die Gesamtheit der rationalen 
Vielfachen einer Strecke dieselbe unbegrenzt dicht mit Punkten bedeckt 
und daß man daher unter diesen stets zu einer inkommensurabelen Länge 
eine andere finden kann, welche ihr bis zu jedem nur irgend gewünschten 
Grade der Annäherung gleich ist. Der makroskopisch sichtbare Effekt des 
Grundgesetzes der geometrischen Kristallographie beschränkt sich auf die 
Wahrnehmung, daß bei Ausführung der Symmetrieoperationen die Kristall- 
flächen ihrer Anfangsstellung parallel werden oder anders ausgedrückt auf 
die Rationalität der Doppel Verhältnisse gemäß § 1 1 8 b) ; diese Forderung ist 
aber verträglich mit der Annahme, daß die einfachen Streckenquotienten 
dieses Paragraphen gewisse irrationale Werte besitzen, was wir jetzt zeigen 
wollen. Sind 
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OA , OB , OC die Axenabschnitte der Einheitsfläche in der ursprünglichen 

Lage, 
OA'j 0B\ OC die nach Drehung im Betrage 120° erlangten, so daß 
OC, OA, OB den Langen OA, OF, OC gleich sind, 

so ist an die Lage der Punkte A', B' die Forderung zu stellen, daß ihre 
Verbindungslinie AB* parallel sei einer Linie XY, welche zwei Rational- 
punkte der zu den Einheiten OC, OA gehörigen Skalen verbindet. Wegen 
dieses Parallelismus folgt: 

0C\ 0A= 0X\ OY, 

und da 0X= rOA, 0Y= r^ OB, wenn r, r' und folglich auch ihr Quo- 
tient g rationale Zahlen bedeuten, so ergibt sich: 

OA' _ 

OB'OC^^ 
und analog 

_05' _ , 

OC'Ö~A~^' 

Diese beiden Gleichungen genügen, um die Verhältnisse der drei Größen 
OA, OB, OC zu berechnen. Denn dieselben enthalten in der Form: 

[OAlOBY[OBlOC) = q 

{OB[OC)_ 
OAIÖB'"^ 

geschrieben nur zwei Unbekannte und ergeben aufgelöst: 

(OAIOBf=qlq\ 

Zwei analoge Gleichungen folgen durch zyklische Vertausch ungen; es 
brauchen also nur die dritten Potenzen der Verhältnisse je zweier Axen- 
einheiten rationalen Zahlen gleich zu sein, nicht aber diese Verhältnisse selbst. 

Demnach genügt nicht das spezielle Grundgesetz der geometrischen 
Kristallographie zum Beweise; in der Tat lassen sich Beispiele finden, in 
denen die Sätze des § ii8b)— d) und f) vollständig gewahrt sind, und den- 
noch um eine irrationale Richtung im Betrage 120° und 240° derart gedreht 
werden kann, daß jede Fläche parallel der Anfangsstellung einer Fläche 
desselben Polyeders wird. 

Anmerkung. Als Abschluß dieses Kapitels möge ein Rückblick auf die 
Prämissen, die den Betrachtungen dieses Buches zugrunde liegen, geworfen wer- 
den. Es wurde die Eigenschaft der Kristalle, Polyeder, welche überall konvex 
sind, zu bilden, sodann die Winkelkonstanz derselben benutzt {§ 2), sodann die 
Existenz einer endlichen Anzahl gleichwertiger Richtungen (§ 19) imd zwar muß 
dieser Menge die Gruppeneigenschaft zukommen {§ 60), schließlich mußte das Gesetz 
der Zonen und einfachen Zonenverbände postuliert werden, von welchem zwei 
einander nicht ganz äquivalente Ausdrucksweisen existieren, wie wir in diesem 
Paragraphen sahen. Auch die Vereinbarung, die Kristalle nach der Symmetrie 
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zu klassifizieren, ist im Grunde eine der Erfahrung entnommene Annahme, denn 
bei naturwissenschaftlichen Überlegmigen ist die Aussage: »ich beschränke mich 
auf dieses Klassifikationsschema« gleichbedeutend mit der Aussage: »ich nehme 
an, daß die Natur die außerhalb dieses Schemas liegenden Fälle nicht verwirk- 
licht«. Alle diese Annahmen sind nun Einschränkungen der überhaupt mathe- 
matisch denkbaren Eigenschaften der Polyeder, so daß wir sagen können: Die 
geometrische Kristallographie ist ein spezieller Teil der Polyeder- 
lehre, indem wir als Kristallpolyeder diejenigen definieren, welchen die soeben 
genannten Eigenschaften zukommen, während wir die übrigen Polyeder aus un- 
serem Arbeitsgebiet ausschließen. Keineswegs alle Naturwissenschaften lassen 
sich mit gleicher Leichtigkeit als der Natur angemessen spezialisierte mathema- 
tische Disziplinen auffassen, z. B. ist es nicht möglich, den wesentlichsten Begriff 
der Physik, nämlich den der Masse, gleich leicht als speziellen Fall eines mathe- 
matischen Begriffs aufzufassen, wie den hier wesentlichsten, nämlich den eines 
Kristallpolyeders; dafür erschließt die Einführung des Massenbegriffs aber ein 
ungeheuer viel weiteres Gebiet. — 

Eine bemerkenswerte Rolle in bezug auf die PrinziJDienfragen spielt der Satz über 
die Nichtexistenz von fünf-, sieben- und mehrzähligen Axen. Derselbe ließ sich aus 
dem erweiterten Zonengesetz beweisen, bildet daher einen Teil dieses Gesetzes; 
hätten wir indessen bereits im Kapitel i das Zonengesetz eingeführt, so würden 
wir für die Beweise der Kapitel i — 5 eine größere Annahme gemacht haben, als 
notwendig ist; denn um den Inhalt dieser Kapitel zu beweisen, braucht man 
nicht alle Polyeder, welche dem Zonengesetz sich nicht fügen, auszuschließen, 
sondern nur die mit fünf-, sieben- und mehrzähligen Symmetrieaxen. Um die 
Sätze vom Kapitel 6 ab zu beweisen, bedarf man indessen den Gesamtinhalt des 
Zonengesetzes (resp. des ihm äquivalenten Rationalitätsgesetzes). Hierdurch geht 
der Satz über die auszuschließenden Symmetrieaxen aus einem Postulat in einen 
Folgesatz über. Für die Mehrzahl der Sätze hätte es genügt, das Rationalitäts- 
gesetz in einer der Formen § 118 b) — d) oder f) einzuführen, alsdann hätten 
wir, um den Inhalt des letzten Paragraphen zu beweisen, entweder diesen Satz 
in der erweiterten Form nachholen oder statt dessen das Postulat einführen 
müssen, daß in gleichwertigen Richtungen die Axeneinheiten als gleichlang an- 
genommen werden können. Daher läßt sich der Satz über die Gleichheit der 
Axenlängen als das Eliminationsresultat der in § 117 und §118 gelieferten For- 
mulierungen des Zonengesetzes auffassen, d. h. als derjenige Teil des Inhaltes 
des ersteren, welcher mehr besagt, als letzteres. Es wäre für die Prinzipien 
der Kristallographie von Interesse, in gleicher Weise den Satz über die aus- 
zuschließenden Symmetrieaxen aus dem Zonengesetz zu eliminieren, d. h. den 
Inhalt dessen, was das Zonengesetz außer der Einschränkung in betreff der 
Symmetrieperioden sonst noch besagt, in einen Satz zusammenfassen zu können; 
bisher ist jedoch eine solche Formulierung noch nicht gelungen. 



14. Kapitel. 

Gruppentheoretisches. 

Vorbemerkung über Symmetriepole. Den Gruppenbegriff hatten wir 
in § 60 formuliert, aber bereits vorher indirekt benutzt und heben unter den sich 
auf ihn beziehenden Gesetzmäßigkeiten besonders diejenige hervor, daß die 
Flächenzahl der allgemeinsten Form in jeder der 32 Abteilungen gleich dem 
Grad der Gruppe, d. h. gleich der Anzahl der in ihr enthaltenen Operationen 
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ist In bezug auf jede einzelne Operation existieren Stellen der Konstruktions- 
kugel, welche bei Ausführung dieser selbst nicht an einen andern Ort beför- 
dert, durch andere S>inmetneoperationen aber an »gleichberechtigte« Stellen 
der Konstruktionskugel gelangen können; und zwar sind dieses in bezug auf 
Drehungen die Endpunkte der Drehungsaxe, welche in diesem Zusammenhang 
als »Sjrmmetriepole« bezeichnet werden mögen. Bei den Doppelpyramiden z. B. 
sind die beiden Symmetriepole, welche den Drehungen der Hauptaxe entsprechen, 
ihre auf die Kugel übertragenen Spitzen (sogenannte »Polecken« Naumanns), die- 
selben bleiben einzeln ungeändert bei diesen Drehungen, vertauschen sich aber 
bei Drehtmgen um die Nebenaxen. In bezug auf letztere Ehrehungen sind also 
nicht die Spitzen (da hiemach jede einzelne nicht in sich, sondern in eine gleich- 
berechtigte übergeführt wird), vielmehr nur je zwei Endpunkte der Nebenaxen 
Symmetriepole und zwar werden diese je einer zweizähligen Drehungsgruppe an- 
gehörigen Symmetriepole durch die Operationen der fr-zähligen I>rehungsgrDppe 
wiederum nicht in sich, sondern in gleichberechtigte übergeführt, da diese 
Drehungen ja eine Vertauschung der Nebenaxen bewirken. Der B^riff »Sym- 
metriepol« wird für den Beweis von Nutzen sein, daß keine weiteren als die 
im ersten Abschnitt behandelten 32 Kristallabteilungen möglich sind. 

§ 122. Vollstindigkeitsbeweis fflr die Gruppen der Drehungssymmetrie. 

Zunächst führen wir den Vollständigkeitsbeweis fiir eine Gruppe (A^j der 
reinen Drehungssymmetrie, d. h. für diejenigen mit gewendeten Formen 
und werden zeigen, daß nicht mehr als die elf im Kapitel 5 beschriebenen 
Gruppen existieren können. Der Symmetriegrad der Gruppe sei N^ so daß 
N — I nichtidentische Operationen das Polyeder in sich übeiiühren. Jede 
derselben hat zwei Symmetriepole, indessen kann der Fall eintreten, daß 
die gleichen Punkte bei verschiedenen Operationen als Pole auftreten, wir 
zählen jeden solchen Punkt //-mal, wenn er in k Operationen der Gruppe 
als Pol vorkommt. Alsdann gilt die Regel ausnahmslos, daß die zu einer 
Gruppe vom Grade N gehörenden Pole an Zahl 2[N — i) betragen. Da 
ein jeder solcher Pol P zugleich Durchstichspunkt einer Symmetrieaxe ist, 
welche die Zähligkeit a besitzen möge, so muß [N) eine Drehungsgruppe 
vom Grade a enthalten, daher muß a ein Teiler von N sein. Es gilt also 
die Gleichung: .- 

(wo m eine ganze Zahl bedeutet). Die Anzahl der mit P gleichberechtigten 
Pole beträgt m — i , und die Anzahl der nichtidentischen Drehungen um 
jeden derselben a — i. Die Anzahl der Symmetriepole ist nun zwar im 
allgemeinen durch die Angabe der mit einem derselben gleichberechtigten 
nicht erschöpft, aber dadurch, daß wir analoge Mengen von m\ w", . • • 
gleichberechtigten Polen annehmen, werden wir schließlich zur Gesamtzahl 
der überhaupt vorhandenen Symmetriepole gelangen. Nehmen wir z. B. 
den Endpunkt einer vierzähligen Oktaederaxe als /^an, so werden wir durch 
Bestimmung der mit P gleichberechtigten zwar zu allen Endpunkten der 
vierzähligen, aber niemals zu denen der drei- und zweizähligen Axen des 
Oktaeders gelangen, diesen drei Axenarten werden also die drei Mengen 
;«, ;«', vi' entsprechen und im allgemeinsten Fall wird man ansetzen können: 
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2[N— i)^m[a — i) + m'[a'-' i) + ;«"(«"— i) + • . ., 

wo a\ d\ ... zu a ganz analog sind und die Zähligkeit einer zur Menge 
m\ m'\ . . . gehörigen Axe bedeuten. Ebenso wie N=a"m war, müssen 
auch die analogen Gleichungen bestehen: 

N= äfn = ä'm"= • • • 

Führen wir diese Gleichungen in die Relation, welche wir durch N divi- 
dieren ein, so folgt: 

2 — 2lN= (i — ija) + (i — ija') + (i — iK) + • • • 

Die hier vorkommenden Ausdrücke i/^, i/^', i/^", . . . können nur gleich 
oder kleiner als 1/2 sein; daraus folgt aber, daß die Anzahl der Klammern 
auf der rechten Seite nicht mehr als drei betragen kann. Denn es müßte, 
da jede der Klammern 1/2 oder noch mehr beträgt, andernfalls die rechte 
Seite gleich zwei oder noch größer sein, während doch die linke Seite 
der letzten Gleichung fordert, daß dieselbe kleiner als zwei sein muß. 
Nur die Fälle, daß zwei*) oder drei Klammern in der letzten Gleichung vor- 
handen sind, erweisen sich so als widerspruchsfrei, denn im Fall einer ein- 
zigen Klammer müßte die rechte Seite derselben kleiner als i, die linke 
Seite aber wegen -A^^ 2 nicht kleiner als i sein. 

Die Gleichung läßt sich für zwei Klammern nur durch a -= a' befriedigen; 
denn wäre a nicht gleich a\ so müßten diese Größen kleiner als N also ija 
sowie ija größer als i/iV sein, folglich wäre i/ä + i/^']> 2/A^, was nach 
Anmerk. nicht zutrifft. Im Fall dreier Klammern lautet unsere Haupt- 
gleichung : 

2 - 2lN= (i - Ija) + (i - ija') + [1-^ ija") 
oder: 

ija 4- i/^'+ ila = I + 2IN, 

Diese Gleichung ist nur dadurch erfüllbar, daß mindestens eine der 
Größen a gleich 2 ist, denn wären dieselben sämtlich gleich 3 oder noch 
größer, so würde die linke Seite kleiner als i oder höchstens gleich i sein. 
Wenn noch eine zweite der Größen ^, a\ a" gleich 2 ist, kann die dritte a" 
sehr verschieden gewählt werden und braucht nur der Bedingung \\a= ijN 
zu genügen (Fall 2 a); wenn jedoch nur eine der Größen a^ a\ «" gleich 2 
ist (etwa a\ so muß mindestens eine der beiden andern gleich 3 sein 
(etwa ^'). Wären nämlich a! und auch ^"^ 4, so würde die linke Seite der 
letzten Gleichung S i sein müssen, was mit der rechten Seite nicht ver- 
träglich ist. Dagegen für d=^ 3 geht dieselbe in folgende auf dreierlei 
Weise lösbare Gleichung über: 

ija = 1/6 -\- 2/Ä\ 



*) Im Fall zweier Klammern empfiehlt es sich, in der letzten Gleichung die zwei der 
linken Seite gegen die zwei auf der rechten stehenden Einheiten zu heben, so da(3 folgt: 

Sommer feldt, Geometr. Kn«talIogr. S 
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VI. Abschnitt: Allgemeine Satze. 



Hier kann d* entweder gleich 3 (Fall 2 b) oder gleich 4 (Fall 2 c), oder 
gleich 5 (Fall 2 d) gesetzt werden. Hingegen würde 0"= 6 nicht mit posi- 
tiven Werten von -A^ verträglich sein. Der Fall 2 d ist jedoch wegen der 
fünfzähligen Symmetrieaxen iiir kristallographische Zwecke auszuschließen 
(eine genauere Untersuchung zeigt, daß derselbe auf die Ikosaedergruppe 
führt). Ebenso wird in den Fällen 1 und 2 nur 2, 3, 4, 6 für den Wert von 
a kristaliographisch in Betracht kommen. Eine Zusammenstellung an der 
Hand dieser Überlegungen ergibt folgende 10 Symmetrieanordnungen: 



1 


Symmetriegrad 


Zähligkeit der Pole 


RegelmäBige Körper Niimmer 
in der Bezeichnnngsweise 




jy 


a 


a' 


a" 


de% § 28 


dieses Paragraphen 


I. 


2 


2 


2 




offenes Zweieck 




2. ■ 


1 3 


3 


3 




> Dreieck 


I 


3- 1 


4 


4 


4 




> Quadrat 


{a — a'— N) 


4- 


6 


6 


6 




» Sechseck 




5- i 


4 


2 


2 


2 


Zweieck 


. 


6.' 


6 


2 


2 


3 


Dreieck 


2a 


7-j 


8 


2 


2 


4 


Quadrat 


(a — a', a'—Nji) 


8. 


12 


2 


2 


6 


Sechseck 




9- 


12 


2 


3 


3 


Tetraeder 


26 


10. 


24 


2 


3 


4 


Oktaeder 


2C 



Hierzu kommt als Fall 11 der symmetrielose. 

§ 123. Vollständigkeitsbeweis fOr die übrigen Symmetriegruppen. Daß die 

Gesamtheit der zentrischen Fälle alsdann durch die gleiche Zahl 1 1 erschöpft ist, 
geht aus dem Früheren zur Genüge hervor ; dagegen haben wir für azentrische 
nicht gewendete Polyeder den Vollständigkeitsbeweis noch zu erbringen. 
Hierbei ist zu beachten, daß ein derartiges Polyeder, sobald es in ein zen- 
trisches umgewandelt wird, die Symmetrie einer der Gruppen der Kapitel 2 — 3 
besitzen muß, da ja andernfalls der für letztere gelieferte Vollständigkeits- 
beweis verletzt erschiene; zweitens ist zu beachten, daß eine 2;i-zählige 
Drehinversionsaxe stets eine «-zählige Axe der reinen Drehung enthält, und 
daher höchstens da angenommen zu werden braucht, wo letztere aufzutreten 
vermag. Zweizählige Drehungsaxen lassen sich den Drehungsgruppen aller 
offenen «-Ecke sowie der Tetraedergruppe einfügen, somit auch Drehinver- 
sionsaxen, die ihnen gleichgerichtet sind. Nun bedeuten aber zweizählige Dreh- 
inversionsaxen (nach §22) nichts anderes als Spiegelungen, die an den Normal- 
ebenen der Axen erfolgen, wir erhalten also dadurch die Gruppen der 
Gesamtsymmetrie der offenen «-Ecke, sowie die Gesamtsymmetrie des 
Tetraeders. Vierzählige Drehinversionsaxen brauchen nur da eingefügt zu 
werden, wo zweizählige Drehungsaxen bereits vorhanden, vierzählige aber 
möglich sind, und analog sechszählige Drehinversionsaxen nur da, wo drei- 
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zählige Axen der reinen Drehung schon vorhanden, sechszählige aber mög- 
lich sind. Hiernach ergibt sich, daß die in der mittleren Kolonne genannten 
regelmäßigen Körper durch die davorstehenden Symmetrieoperationen er- 
weitert werden können, daß aber alle übrigen Kombinationen von Sym- 
metrieelementen höchstens zu Wiederholungen früherer Fälle führen würden: 



I 

2 

3 

4 

5 
6 

I 

8 
9 

IG 



Hinzafügting von 



ZOT Drehungsgruppe 
von 



liefert folgende Gruppe 



1 Symmetrieebene 

2 » 

3 * 

4 » 
6 > 



II derHaupt- 
axe 



^\ vierzählige Dreh- 
( inversionsaxe 
ji Symmetrieebene 
\ ± der Hauptaxe 



d. trikl. Fall 
d. offenen Zweieck 
» » Dreieck 

> » Viereck 

> » Sechseck 
Tetraeder 

offen. Zweieck 
geschl. > 
offen. Dreieck 
geschl. » 



monokl. Hemiedrie 

offen. Zweieck Gesamtgr., 

» Dreieck » 

> Viereck » 

» Sechseck » 

Tetraeder Gesamtgr. 
Axiale Gr. d. sphen. Quadrats 
Gesamtgr. » > » 

Axiale Gr. d. trig. Sechsecks 
Gesamtgr. » » > 



15. Kapitel. 

Allgemeines Aber Kristallberechnung. 

Vorbemerkung. Nachdem wir in den früheren Kapiteln bereits die meisten 
Probleme der Kristallberechnung erledigen gelernt hatten, wird es sich jetzt darum 
handeln, die Lösungen derselben so zu verallgemeinern und im Zusammenhang 
darzustellen, daß erstens das Dualitätsprinzip nirgends verletzt und zweitens 
nicht mehr Größen als notwendig in die Beziehungen eingeführt werden. Z. B. 
hatten wir früher angenommen, daß der Winkel zwischen zwei Flächen, deren 
Indizes gegeben sind, nach den üblichen Formeln der analytischen Geometrie 
berechnet werde; hierzu ist aber die Ausrechnung der Koordinaten aus den In- 
dizes notwendig und es wird sich im § 124 darum handeln, diese Umrechnung 
der Bestimmungsstücke vermeiden zu lernen. Indessen sei bemerkt, daß die 
Formeln dieses Kapitels nicht in allen Fällen die für den praktischen Gebrauch 
zweckmäßigsten sind, sondern ein mehr prinzipielles Interesse besitzen. In der 
Praxis der Kristallmessung führen die mehrkreisigen Goniometer oft zur Ein- 
Hihrung von Hilfsgrößen, durch welche sich die Rechnungen sehr abkürzen lassen 
vgl. Anhang). 

§ 124. Berechnung des Winkels zweier Kanten /,/' [Flächen P, /^'] aus 
Ihren Indizes und Axenelementen. Haben die Strecken t>'^=^7t und D$'= tt', 

zwischen denen der gesuchte Winkel liegt, die Koordinaten /, w, «, /', ;«', n\ 
so ergibt sich aus der vektoriellen Gleichung: 

durch senkrechte Projektion dieser Vektoren auf die Richtung D^' die 
gewöhnliche : 

8* 



ii6 
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OP COS (tt, 7t') = / COS a7t'+ m cos i;r'+ n cos c/r', * 

analog durch Projektion von D^' auf a, b, c nacheinander: 

OP' cos (a/r') = /'cos aa + ;ä'cos ba + «'cos ca 
OPcos (B/r') = /'cos lia + w'cos ili + w'cos Üc 
OP' cos [ctc'} = /'cos ca + w'cos cfc + neos cc. 

Multiplizieren wir die Gleichung * mit OP', so liefert uns die erste, 
zweite, dritte der letzten drei Gleichungen je einen dreigliedrigen Ausdruck 
für den ersten, zweiten, dritten Summanden der rechten Seite von Glei- 
chung *; daher folgt: 

OP ' OF cos 7t7tz=. IV + Im' cos ia + /«' cos ca 

+ w/'cos lia + mm' + mn'cos Je 

+ nl' cos ca + nm' cos ib + nn'. 

Hier führen wir die Indizes iy, x, A; ly', x', X' der beiden Richtungen D^ 
und D^' durch die Gleichungen ein: 

l=riaj m = %b, m^=^Xc. 

Fassen wir sodann noch die mit dem gleichen Kosinus multiplizierten 
Terme zusammen, so erhält z. B. cos ab den Faktor i^x'+xi;', den wir, 
um Platz zu ersparen, schreiben: 

5 ^! 

X x' 



Dadurch folgt, indem wir für OP und OF die früher (§ 102) erhaltenen 
Werte einsetzen: 



'..2 



COS (tt, n) = 



rjrja 
X x' 



'i2 



+ xx'^ 



ad cos ah + 



X X 



^^cos ht + 

■pTi) 



l X' 



ri rf 



ca COS ca 



' \217xl 



+ >c''/J'' 4-A'c' 



7 \2 »/'X I 



i?xl + 2XA1I + 2 Al^III/ \2 jj'x I + 2xT II + iX'ri 



'rf 111/ 



In genau der gleichen Weise ergibt sich für zwei Flächen /, /' : 

hh'A' -it- kk'B' + II' C' 



\h_h' 



cos pp'= 



ABcosAB-^ 

1^ 



k_k' 
l l' 



BCcosBC+ i L ^' 



CAcosCA 



n/^ 



:)(. 



Ä'M' +k"'B'' +l"'C 



+ 2///M+2/('/II + 2/ÄIII/\+2Ä'^'»l4-2>fe7'II + 2 



'6' \ 
/V/'Illj 



§ 125. Berechnung eines Flächensymbols aus einem Winkel und einer 
zonalen Bedingung. Es sind die Indizes von einer Fläche P(^^/] und 
einer Kante /[?;xA], in welcher P mit irgend einer andern Fläche 
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zum Schnitt kommt, bekannt. Gesucht sind die Indizes einer 
Fläche X{xyz)y die in der Zone / liegt und mit P einen vor- 
geschriebenen Winkel a einschließt. 

Man bilde die Symbole zweier Flächen, deren eine / und [100], deren 
andere p und [010] enthält, d. h. 



LiJoo I oioJ 
H= (o l x) 



loJ I o o I LoJ 



y. X rj xri.- 



pixyx''ri 

LoJo I o oLiJ 

Z, = (x ^ o) 



Nun ist 



P,X\ JP,K\ ctgPK'-ctgPH 



H,X\ ' \H,K\ ctgPX^ctgP// 



(nach § 89 a) oder 



A k 




h k 


X y 


. Äo| 


X 


• 


A 


X y 




X 



ctg PK — ctg PX-\- ctg PK — ctg PH 
ctg PX- ctg PH 



folglich 



/ly — kx 
— Ix 



kl 



oder 



hy 
I — ^ = I — 



ctg PK — ctg OL 

ctg a — ctg PH 
ctg « — ctg PK 



+ 1 



kx ' ctg a — ctg PH 

Indem wir die i links und rechts fortlassen und zwei analoge Glei- 
chungen für zfy resp. xjz aufstellen können, folgt insgesamt: 

x\y\z = Ä(ctg a — ctg PH) : k[ctg a — ctg PK) : /(ctg a — ctg PL). 

Diese Formeln sind von Nutzen, wenn es möglich ist nach Berechnung der 
einfachsten Flächen (die nach den Methoden von § 85 ff. vorgenommen werden 
kann) zu den komplizierteren längs gewissen sie bestimmenden Zonen fortzuschrei- 
ten, was meistens der Fall ist. Ist dieser Weg nicht gangbar, so hat man sich 
entweder derjenigen Formeln der analytischen Geometrie zu bedienen, welche für 
schiefwinklige Koordinaten gelten, oder man führe zu den Zwischenrechnungen 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, welches man, wenn symmetrische 
Kristalle vorliegen, nach Berechnung der Indizes (die hierbei irrational werden) 
transformieren muß. Zu dieser Methode finden sich im Anhange weitere An- 
gaben. Man kann aber auch sich der Methoden der sphärischen Trigonometrie 
bedienen und zwar am zweckmäßigsten die einzelnen Rechenoperationen graphisch 
durch Anwendung der stereographischen Netze (§ 81) kontrollieren. 
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Anhang. 

1. Kristallzeichnungen. 

a) Wird ein Körper durch parallele Strahlen in eine Ebene, welche senk- 
recht auf der Richtung dieser Strahlen steht, projiziert, so spricht man von 
einer orthogonalen Parallelprojektion; stehen aber Projektionsstrahlen und 
-Ebene nicht senkrecht aufeinander, so heißt die Projektion eine schiefe. Für 
die meisten Fälle der Praxis liefert die orthogonale Parallelprojektion ein 
besonders anschauliches Abbild eines räumlichen Polyeders. Diese Projektion 
läßt sich aus der stereographischen gewinnen und zwar nehmen wir zu- 
nächst die Projektionsebene der stereographischen und orthogonalen Pro- 
jektion als identisch an, so daß bei letzterer längs der i\^- 5- Richtung 
projiziert wird. Befindet sich ein Zonenkreis mit dem sphärischen Pol P 
auf der Konstruktionskugel, so können wir denselben dadurch entstanden 
denken, daß auf alle nur irgend mögliche Art die betreffende Zonen- 
axe mit der Kugel in Berührung gebracht wird; wir ersetzen also den 
Zonenkreis durch einen unendlich schmalen Zylindermantel, den wir in 
seiner Höhenrichtung uns schraffiert denken. Die Gesamtheit dieser 
»erzeugenden Linienelemente« wird als ein radial schraffierter Kreis 
stereographisch abgebildet; daher muß unter diesen radial gerichteten 
Linienelementen eins existieren, das mit der orthogonalen Projektion der 
Zonenaxe gleichgerichtet ist. Offenbar werden aber die in der Meridian- 
ebene von P liegenden Linienelemente des Zonenmantels durch stereo- 
graphische und orthogonale Projektion in der gleichen Richtung (freilich in 
verschiedener Größe) abgebildet, so daß wir finden: Da, wo die Trace 
der Meridianebene einer Zonenaxe den zugehörigen stereogra- 
phisch projizierten Kreis trifft, gibt die Schraffierungsrichtung 
des letzteren gleichzeitig die orthogonale Projektion der Zonen- 
axe ihrer Richtung nach an. Sehr einfach wird die Ausführung der 
hierdurch bestimmten Konstruktion mittels der stereographischen Netze, 
denn man braucht nur ein solches koäquatorial so über den gegebenen 
Zonenkreis zu legen, daß letzterer mit einem Großkreis zusammenfallt, so 
liefert die Gerade Im (vgl. Fig. 45) offenbar die Trace der Meridianebene 
und zugleich die gesuchte Richtung der orthogonalen Projektion von OP, 
Hiernach ist es möglich sämtliche Kantenrichtungen eines Polyeders in ortho- 
gonaler Projektion zu entwerfen, wenn dieselben in stereographischer Pro- 
jektion bekannt sind, hierfür genügt aber bereits die Kenntnis der Polfigur 
des Polyeders, denn durch geeignetes Verbinden der Flächenpole unter 
Benutzung der Konstruktion § 82 a kann man sofort die Zonenkreise ge- 
winnen. 
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Das gesamte Verfahren läßt sich auch auf schiefe Parallelprojektionen 
verallgemeinern. 

b) Stimmen die Ebenen der Parallelprojektion und der stereographischen 
nicht überein, so ist es leicht die projizierte Polfigur so zu transformieren^ 
daß die Konstruktion a) anwendbar wird. Hierzu lege man das Netz 
koäquatorial so auf die Zeichnung, daß die Gerade Im (Fig. 45) durch 
das stereographische Bild P des Flächenpoles derjenigen Ebene geht, in 
welcher die Parallelprojektion vorgenommen werden soll. Wenn von jedem 
Flächenpol auf dem in dieser Lage durch ihn gehenden Kleinkreis des 
Netzes um eine PO gleiche Zahl stereographischer Grade weitergeschritten 
wird (und zwar im Richtungssinne von P nach hin) und die Endpunkte 
dieser Wege markiert, werden, so bilden diese die gesuchte Projektion, auf 
welche nunmehr die Konstruktion a] angewandt werden kann. Denn offen- 
bar ist durch diese Bewegung P nach gelangt, d. h. die Ebene der 
Parallelprojektion in horizontale Stellung gedreht worden. 

2. Rechnungen zur Theodolithmethode. 

Messungen an zweikreisigen Goniometern, welche nach Art der astro- 
nomischen Theodolithe gebaut sind, legen die Einführung rechtwinkliger 
Koordinaten auch für den Fall trikliner Kristalle nahe. Daher mögen die 
betreffenden Transformationsformeln, welche auch auf andern Gebieten der 
Kristallographie Verwendung finden können, abgeleitet werden. Als Koor- 
dinatenebenen wird man i. die Ebene des horizontalen, 2. diejenige des 
vertikalen Teilkreises in seiner Anfangsstellung, 3. die auf beiden senk- 
rechte Ebene wählen, letzterer stellt man zweckmäßigerweise eine Kristall- 
flache parallel. 

Gegeben sei ein rechtwinkliges — »ursprüngliches« — Axenkreuz, in 
welchem die Axenlängen c, , c, , e3 gleich lange Vektoren sind, sowie ein schief- 
winkliges — »neues« — Axenkreuz, in welchem die Axeneinheiten tj, t^, t^ 
ungleich lange Vektoren sind, deren Längen r, , r^, r^ betragen mögen. 
Zwischen den Axen besteht ein linearer Zusammenhang, der durch vekto- 
rielle Gleichungen von folgender Form wiedergegeben wird: 

r, = r, cos (r. e Je, + r, cos (r.cjc, + r, cos (r,C3)C3 * 

t, ==r, cos(r,c,)c, +r, cos(r,cJe,+ r, cos(r,C3)C3 
t^ = r^ cos (r3Cjc, + r. cos (tjCjc, + ^'3 cos (r3C3)C3. 

Diesen vektoriellen Gleichungen zwischen den Axen entspricht eine 
analog gebaute Zahlbeziehung zwischen den kristallographischen Indizes einer 
Kante im ursprünglichen und neuen System; seien die Koordinaten einer 
solchen ^,, ^,, ^3 im neuen System, P^, P^, P3 im ursprünglichen und 
seien die noch unbekannten Koeffizienten der linearen Abhängigkeit /^, y, rf, 
mit entsprechenden Affixen, so folgt: 
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Um nun die Koeffizienten zu bestimmen nehmen wir (unter Wieder- 
holung eines sehr häufig verwendbaren Kunstgriffes) spezielle Werte der 
Qu Q27 Q3 ^"j ^^^ welche die Koeffizienten sofort erkannt werden können und 
zwar setzen wir zunächst 

d. h. yir fragen nach den Koordinaten der ersten Axe des neuen Systems. 
Für diese Werte gehen die Gleichungen f über in: 

^x=/^iJ ^a=/^a» ^^3=/^3- 

ßii ß^} ß3 sind also die Koordinaten des Einheitspunktes*) der ersten 
neuen Axe, bezogen auf das ursprüngliche System, folglich: 

Aus den Gleichungen * folgt aber hiernach: 

ßrt^ + ß,t^ + ß^t^ = t, COS (r,e Je, + r, cos (?,ejc, + r, cos (r.e3)e3 , 

und hieraus (nach § 75) einzeln: 

ß, = r, cos (X, r J , ß^ = r, cos (t. e J , ß^ = r^ cos (t, C3). 

Die Koeffizienten der ersten Zeile des Schemas * sind also denen der 
ersten Kolonne des Schemas f bezüglich gleich ; wendet man den speziellen 
Fall 

?i=0; (»a=Il ?3=0 resp. (»x=0, ^2=0, ^3=1 

an, so ergeben sich ganz analog die Koordinaten des Einheitspunktes der 
zweiten resp. dritten neuen Axe, bezogen auf das ursprüngliche System und 
es folgt, daß auch die Koeffizienten der zweiten resp. dritten Zeile des 
Schemas * denen der zweiten resp. dritten Kolonne des Schemas f bezüg- 
lich gleich sind. 

Das (r,rar3)- System und (CiCgCj) -System denken wir uns jetzt in der 
kristallographisch üblichen Stellung befindlich (Formelverzeichnis) und die 
beiden Nullpunkte in zusammenfallend, d. h. es ist OR^ und OE^ gleich- 
gerichtet, OR^ liegt in der Ebene OE^E^^ somit folgt: 

cos(raCj = cos(t3Cj = cos (rgCj = 0, cos(t3C3)= i 
und daher 

f. = r,t^ cos (t,e,) + r,e, cos (r.ej + r.e, cos (r.Cj) 
t,= '-.e, cos(t,eJ + r3e3Cos(t,e3) 

^3 ^^^ ''3^3 • 



'*') Wir spezialisierten die Ausdnicksweise auf Kanten und können daher (nach § 70) statt 
Indizes auch Koordinaten sagen (nämlich ausgemessen in den Axeneinheiten). 
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NuQ führen wir abkürzend die Bezeichnung ein (Fig. 66): ^ x^x^ =-^o'j 



-4 t3r,"r,t, = .r^', so ist: 



3 } 



-4t3t;if,r, =;r/, 



daher 



r3 = e3 



cos (r, c J = sin JT, sin x^ 
cos (r, cj = — cos ;r,'sin X^ 
cos (t, r J = sin X^ 
cos(r, e3) = cos X/ 

cosf^tata) = cos^^', 

Pj = r, sin ^/sin ^r,'^», 

P, = — r, cos AT^'sin ^/p, + r^ sin ^^'pa 

P3 = r, cos .V,>, + r, cos X^q^ +r^Qz' 

Von diesen für Kanten gültigen Gleichungen können wir leicht zu den 
auf Flächen anwendbaren übergehen, indem wir das den Koeffizienten 
der letzten drei Gleichungen adjungierte 
Schema der zweigliedrigen Determinan- 
ten bilden. Nennen wir/, ,/, ,^3 die Koor- 
dinaten einer Ebene im neuen System, 
Pj, P^y P^ diejenigen im ursprünglichen 
(rechtwinkligen) System, und führen wir 
für die Koeffizienten zunächst Abkürzun- 
gen, nämlich a mit entsprechenden Affixen 
ein, so wird gelten: 

/', = ^'A +^4^ + ^5/3 

^3=^'A +^"'A+^6/3- 

Hier muß nun a'= a"= a"'= o sein, 
denn die Determinantenbeziehungen, welche zur Bestimmung der Koeffizien- 
ten a führen, lauten: 




Fig. 66. 

Koordinaten «ur Theodolithmethode. 
Transformation. 



— a 



I 'f 



r, cos XJ ^3 1 ' 



a = 



r^ sin X^ o 



tit 



r^ sin -rY'/sin ;ra' o 
' r, cosA-^'sin X^ o 



Die andern Koeffizienten bestimmen sich folgendermaßen: 



a^ = 



r^ sin X^ o • 



r, cos X^ r. 



O 



a„ = 



a^ = 



r, cos ,r/sin JT/ o 
r, cosA'/ r. 



— i\ cos x^ sin AV ^2 sin X^ 



r^ cos AV 



r^ cos AV 



122 



r, sin X' sin x' o 
r_ sin AVsinx,' o 



^6 = 



r, sin ^'.'sinx,' o , 

. — r, cos jr,'sin X^' r, sin X^ ; 

Demnach folgt durch Ausrechnung und Einsetzen der Determinanten: 

Pt = r^r^ sin X^'p, -f- r, r3 cos x.'sin ^VA — ''. ''a »cos x.'sin A'/cos Xo'+ 

sin Jf/cos -AV)/3 
I\ = r, r, sin x^'sin X^'p^ — r, r, sin Jf/sin x,'cos ^o'/s 

/-'j = r, r, sin X/sin x^'sin X^p^. 

3. Kristallzwillii^e. 

Wenn zwei Kristallindividuen AT und IC von gleicher Substanz in nicht- 
identischer Stellung aneinander wachsen, so tritt häufig der Fall ein, daß 
K und K' durch Ausführung einer geeigneten Symmetrieopera- 
tion S von der Periode 2 ihre Stellungen vertauschen; eine solche 
Verwachsung bezeichnet man als Kristallzwilling. In § 22 und § 23 lernten wir 
die zweizählige Drehung, die Spiegelung und die Inversion als Symmetrie- 
operationen von der Periode 2 kennen, daher werden drei Klassen von 
Zwillingen unterschieden werden können: i. Zwillinge in bezug auf eine 
ICbene, 2. in bezug auf eine Axe, 3. in bezug auf einen Punkt (Inversions- 
zentrum). Die dritte Klasse kann nur bei den 2 1 Gruppen der azentrischen 
Kristallpolyeder vorkommen, bei den 11 übrigen würde jedes der beiden 
Individuen einzeln in sich durch die Inversion übergeführt werden, einerlei, 
wie sie zueinander gestellt sind; die azentrischen hingegen müssen in in- 
verser Stellung miteinander verwachsen, damit durch Inversion eines in die 
Stellung dis andern übergeführt werden kann. Das Zeichnen und Berech- 
nen der Zwillinge unterscheidet sich nicht von demjenigen der Individuen; 
im Prinzip kann zwar auch die Klasse i und 2 ähnlich behandelt werden 
wie ein Individuum, denn der Umstand, daß die Indizes der Flächen und 
des einen, sowie auch die Zwillingsebene resp. -axe nicht immer rationale 
Indizes zu erlangen brauchen, ändert an der Anwendung der Berechnungs- 
und Zeichenmethoden nichts; jedoch bieten Probleme, die früher noch nicht 
behandelt zu werden brauchten, dadurch sich dar, daß entweder i. die Axen- 
Systeme in beiden Individuen in homologer Stellung konstruiert werden 
können (d. h. so, daß bei paralleler Stellung der Individuen auch die Axen- 
systcme parallel sind, oder daß 2. das eine Individuum auf das Axensystem 
des andern bezogen werden kann. Daher fragen wir: Zwei Begrenzungs- 
clcmentc // und //*.. welche bei Ausführung von vS sich vertauschen, seien 
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bei der Koordinaten wähl bekannt; welche Koordinaten kommen ihnen bei 
Wahl eines Systems der 2. Art zu? Diese Aufgabe sei hier nur für den 
Fall behandelt, daß 5 die Spiegelung an einer Ebene Z, deren Indizes 
bekannt sein müssen, bedeutet. Da die Flächen Z, //', H^ tautozonal sind, 
können wir in ihnen Parallelogramme mit dem Flächeninhalt i konstruieren, 
deren eine Seite übereinstimmt, gleich i ist und in der Zonenaxe liegt, 
während die andern Seiten 5,1^,]^* auf der Zonenaxe senkrecht stehen, j, 1^ 
und ^* sind ebenfalls der Längeneinheit gleich. Um die vektorielle Summe 
der in ^ und $* liegenden Parallelogramme ^ und ^* zu bilden, addieren 
wir ^ und ^* vektoriell; da aber 3 Spiegelungsebene ist, muß 1^ + 1^* mit 
j gleichgerichtet sein, so daß pj = 1^ + ^*, wo q eine Zahl bedeutet, 
welche sich dadurch bestimmt, daß wir den Sinussatz von ^,1^*, ^ + ^* 
anwenden. Derselbe besagt, daß 

^in I^JI* 
sin^~S 

der Länge von ^ + ^* gleich ist, da zu beachten ist, daß 1^ , 1^* und ) dem 
numerischen Wert nach gleich i sind; daher ist auch q diesem Quotienten 
gleich, und nennen wir /, ^, r die vektoriellen Koordinaten von 3 » während 
?/, z;, w resp. 1^*, z;*, ixA diejenigen der Ebenen ^ und ^* sind, so folgt 
durch Zerlegung der vektoriellen Gleichung 

sin^^' 



-5 = <l + !> 



♦ 



sin^j 

falls wir noch bedenken, daß -^1^5 = ^-^]^]^* und daher 

sinbfi* ^ 

. J - = 2 cos bj 
sin ^ä '^ 

ist: 

2p cos ^j = // 4- u* 

2^ cos 1^5 =z/ 4- z/* 

2 r cos ^ j = z£/ + w*. 

Die vektoriellen Koordinaten können nach § 93 leicht in die Indizes 
übergeführt werden. 

4f. Bemerkungen zu den Tafeln. 

a) Korrelate Bereiche. Betrachten wir die Tafeln I — XXXI, so fällt 
unmittelbar auf, daß in den Holoedrien die allgemeinsten Formen nur je einmal 
in einem Fundamentalbereich, dagegen in den Meroedrien mehrere derselben 
von geometrisch gleicher Form vorkommen, die aber dennoch nicht als 
gleichwertig zu betrachten, sondern als »korrekt« zu bezeichnen sind (vgl. 
§ 58). Um die geometrische Gestalt der Formen einer meroedrischen 
Gruppe kennen zu lernen, genügt es indessen offenbar, von den korrelaten 
Formen je ein Exemplar zu erzeugen, also z. B. in der hexagonalen Ogdo- 
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edrie von den acht trigonalen Bipyramiden, in welche dort (Tafel XXIII) eine 
dihexagonale Doppelpyramide aufgelöst erscheint, eine einzige (resp. deren 
Flächenpole) darzustellen. Nunmehr übertragen wir die Bezeichnungen 
gleichwertig und korrelat von den Flächenpolen auf größere Bereiche; wir 
zerteilen nämlich in jeder Meroedrie die Fundamentalbereiche in die holo- 
edrischen, aus denen derselbe (nach § 3) besteht und bezeichnen als gleich- 
wertig oder korrelat zwei dieser Teilbereiche, je nachdem in ihnen gleich- 
wertige oder korrekte Flächenpole der zugehörigen meroedrischen Formen 
liegen. Wenn an einem holoedrischen Fundamentalbereich die gesamten 
Symmetrieoperationen der betreffenden Holoedrie ausgeführt werden, wird 
die ganze Kugeloberfläche überdeckt; wenn wir jetzt indessen die Sym- 
metrieoperationen einer Hemiedrie ausführen wollen, wird dadurch nur die 
halbe Kugeloberfläche überdeckt (z. B. in Tafel V, Nebenfigur) und ZAvar 
liegen von zwei korrelaten Formen die Flächenpole der einen in den schraf- 
fierten, diejenigen der andern dagegen in den nichtschraffierten Dreiecken. 
Diese Felderteilung wurde bereits 1830 von Naumann ausgeführt, zwar nicht 
an der Konstruktionskugel, sondern an den Begrenzungsflächen der einfachen 
Formen selbst. 

Es ist von Interesse einer Zerlegung der Kugel in korrelate Bereiche 
die früher benutzte Zerlegung in Fundamentalbereiche gegenüber zu stellen. 
Besonders wichtig ist der Fall, daß Meroedrien durch Weglassen gewisser 
Symmetrieebenen A^A^ aus den höheren Gruppen erzeugt werden können. 

Beispiele: Inder tetragonalen pyramidalen Hemiedrie wird jeder 
Fundamentalbereich begrenzt von dem Äquator; fassen wir zwei angren- 
zende holoedrische Bereiche der oberen Halbkugel zusammen, so erhalten 
wir stets einen Fundamentalbereich der Gruppe. Lassen wir das Symmetrie- 
zentrum fort, so ergibt sich die tetr. hemimorphe Tetartoedrie und die 
gleich bezeichneten Bereiche derselben (Fig. 67) sind einander homolog, die 
ungleich bezeichneten aber korrelat in letzterer Gruppe. Je vier angrenzende 
und verschiedenartig bezeichnete korrelate Bereiche zusammen bilden einen 
Fundamentalbereich dieser Tetartoedrie. 

Hexagonale rhomboedrische Tetartoedrie. Fundamentalbereiche 
sind gebildet aus vier angrenzenden Bereichen der Fig. 67. Durch Weglassen 
des Symmetriezentrums folgt die hexagonale Ogdoedrie. Die gleich be- 
zeichneten Bereiche derselben sind einander homolog, je zwei ungleich 
bezeichnete aber korrelat. 

Hexagonale pyramidale Hemiedrie. Die Fundamentalbereiche sind 
gebildet aus zwei gemeinsam der oberen Halbkugel angehörigen und an- 
einander grenzenden holoedrischen oder aber aus zwei solchen der unteren 
Halbkugel. Durch Weglassen des Symmetriezentrums folgt die hexagonale 
hemimorphe Tetartoedrie; in bezug auf diese Gruppe sind die gleich be- 
zeichneten Dreiecke der Nebenfigur auf Tafel XVI einander homolog, die 
ungleich bezeichneten aber korrelat. 




, |JB'"schen und die aus diesen 
Bdpjbnen Gruppen in Kraft, in- 

_^ '£f4P.^''' '" Kapitel z für die Fun- 
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I^ die pentagonale Hemiedrie 
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gü:r einzelnen Partie unter sich gleichartig, 
itig schraffiert ist (Fig. 69). 
' sich auch aus der korrelaten Teilung 
Hemiedrie, d. h. die Gesamtsymmetrie 
eines Tetraeders Anlaß 
gibt. Der (bereits in 
§ 43 besprochene) Fun- 
damentalbereich muß 
dem von zwei holo- 
edrischen bedeckten 
Dreieck kongruent sein 
imdwirgewinnendurch 
wied erh ölte Spiegelung 
jeder Hälfte desselben 
die mit dieser Hälfte 
homologen Bereiche. 
In Tafel V ist die Ge- 
samtheit der mit ABC 
auf Tafel I homologen 
Gebiete schraffiert, so 
daß die dortige Neben- 
figur die korrelate Tei- 
lung der tetraedrischen 
cdric, Hemiedrie darstellt 

,^_ Soll nun die Spiege- 

■prtgelassen und zugleich die halbe Sym- 
bleiben, so müssen die beim Hindurch- 
Figur gleichartig bezeichneten Bereiche 

ingssymmetrie, der zentrierten Drehungs- 
ie stehen für Tetraeder und Dreieck in 
wir zwischen drei hexagonalen Gruppen 
pehungen zu erwarten haben, die ganz 
i^ären Gruppen sind. Es muO dem Leser 
Igen auf sämtliche 32 Symmetriegruppen 
I^^iindriD der Kristallographie von Liebisch 
"Jtmtliche Fälle dargestellt (vgl. femer die 
i§* auf den Nebenfiguren unserer Tafeln 

J; der Tafeln. In den Nebenfiguren 
Jc^gt die Symmetrieelemente der einzelnen 
ö^J^J allgemeinsten Formen dargestellt (w^- 
Ig'aiter den 32 möglichen Fällen), auDerdem 
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sind die auch auf den Hauptfiguren markierten Fundanientalbereiche durch 
Schraffierung auf den durchsichtigen t Aufdruckblättern« kenntUch gemacht. 
Sämtliche Nebenfiguren sind stereographische Abbildungen der Konstruk- 
tionskugel von ihrem Südpol aus. Die Symmetrieebenen sind nur durch 
ihre der oberen Halbkugel angehörigen Halbkreise dargestellt, dagegen 
greift die Bezeichnung der Fundamentalbereiche der größeren Deutlichkeit 
wegen bisweilen auch auf die untere Halbkugel herüber (besonders in 
Tafel V, zu deren von den übrigen abweichenden Beschaffenheit man unter 
a) vergleiche). Bei den Symmetrieaxen sind die DurchstoOpunkte der oberen 
Halbkugel durch Zeichen markiert, deren Symmetrie zur Veranschaulichung 
der Zähligkeit jener Axen dient. Unter den auf dem Grenzkreise der oberen 
Halbkugel befindlichen (und daher durch ihre beiden Endpunkte dargestell- 
ten) Symmetrieaxen sind Pfeile angebracht, welche in der Mehrzahl der 
Fälle (nämlich mit Ausnahme von Tafel XVII und XIX) zugleich mit Koor- 
dinatenaxen übereinstimmen. Diejenigen Flächenpole der allgemeinsten 
Formen, welche sich auf der unteren Halbkugel befinden, sind durch die 
bezüglich der Äquatorebene zu ihnen spiegelbildlich gelegenen Punkte der 
oberen Halbkugel ersetzt; um hierbei Verwechslungen zwischen beiden 
Lagen zu vermeiden, sind die Flächenpole der oberen Halbkugel durch 
andere Zeichen wiedergegeben, als die der unteren Halbkugel, nämlich jene 
durch Kreuze, diese durch Kreise, überdies sind da, wo Buchstaben neben 
die Flächenpole geschrieben sind, stets mit Strichen versehene {a' und ^'), 
für solche der unteren Halbkugel, ungestrichene dagegen für Flächenpole 
der oberen Halbkugel gewählt. In jeder einzelnen Figur sind die mit a 
bezeichneten Richtungen einander deckbar gleichwertig, ebenso die mit 6 
bezeichneten unter sich, dagegen entspricht dem Übergang von einer a- zu 
einer ^-Richtung die spiegelbildliche Gleichwertigkeit. 

In den Hauptfiguren sind die im Innern, auf den Grenzkreisen und 
Ecken der Fundamentalbereiche um die Konstruktionskugel beschriebenen 
einfachen Formen durch je einen Repräsentanten dargestellt, so daß in den- 
jenigen Holoedrien, deren Fundamentalbereiche von Dreiecken gebildet wer- 
den, durch diese sieben Möglichkeiten die Formentypen gerade erschöpft 
sind. In den Meroedrien gehören nicht alle Formen, welche den Funda- 
mentalbereich in seinem Innern berühren, zu denjenigen der allgemeinsten 
Art, sondern es ergeben sich spezielle Formen, sobald diese Berührungs- 
punkte, d. h. die Flächenpole der Begrenzung eines Fundamentalbereichs 
der zugehörigen Holoedrie angehören. Um die Tafeln nicht zu groß 
werden zu lassen*), sind in den Meroedrien diejenigen speziellen Formen, 



*) Ans gleichem Grunde sind bisweilen die Flächenpole auf den Zonen, welchen sie an- 
gehören, nicht genau an die ihnen zukommenden Punkte gestellt, z. B. bemerkt man, daß in 
Tafel XIX das Rhomboeder 2. Art in nicht ganz korrekter Weise dem Äquator näher gestellt 
ist, als das steilere Rhomboeder i. Art; es möge das dadurch entschuldigt werden, daD 
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welche im Innern zu den holoedrischen Fundamentalbereichsgrenzen gehören, 
bisweilen nicht besonders abgebildet, sondern nur ihrem Namen nach auf- 
geführt und durch das »Symmetriezeichen« ihrer Ausgangsfläche markiert, 
so daß die Abbildungen in den zugehörigen Gruppen höherer Symmetrie 
leicht aufgefunden werden können. 

Die Flächensymmetrie, welche durch die Symmetriezeichen der 
Hauptfiguren anschaulich gemacht wird, wird zweckmäßigerweise ebenso 
wie die Polyedersymmetrie durch eine Zahl charakterisiert, welche angibt, 
wie viele verschiedene Operationen (einschließlich der Identität) sie enthält. 
Dieser >Grad« ist in der folgenden Tabelle, welche zugleich nachweist, daß 
die Gestalt der Zeichen der zugehörigen Symmetrie angemessen ist, ent- 
halten. 

Symmetrie einer Fläche: Zeichen Grad 

Asymmetrisch d' 6 i 

Nach einer zweizähligen Drehungsaxe der Gruppe o 2 

> * dreizähligen » » » A3 

> » vi erzähligen » » » D 4 
» » sechszähligen » » » O 6 
» » Spiegelungsebene p\ 2 
» zwei Spiegelungsebenen m 4 
» drei > A 6 
» vier » «8 
» sechs » #12 

Natürlich müssen die Symmetrieaxen und -ebenen, welche zur Flächen- 
symmetrie Anlaß geben, senkrecht auf der Fläche selbst stehen. Die ver- 
schiedenen Zeichen für den asymmetrischen Fall wurden meistens so an- 
gewandt, daß die Ausgangsflächen kongruenter Formen durch gleiche Zeichen, 
gewendeter und korrelater hingegen durch ungleiche Zeichen markiert 
wurden. Man mache sich mit Hilfe dieser Zeichen die auf Seite 113 be- 
nutzte Formel A^=am = a!ni= a"m"= klar, die wir in Worten für 

die II Gruppen der reinen Drehungssymmetrie jetzt so aussprechen: Die 
Anzahl der gleichwertigen Flächen einer Form multipliziert mit dem zu- 
gehörigen Flächensymmetriegrad ergibt den Symmetriegrad des Polyedern. 

Die Flächenbezeichnung durch Indizes wurde in einer großen Zahl von 
Fällen hinzugefügt, so daß es dem Leser in den fehlenden Fällen leicht 
möglich sein wird dieselbe zu ergänzen, indem da, wo übereinstimmende 
B'undamentalbereiche vorhanden sind, auch die Flächensymbole an den 
homologen Stellen identisch sein müssen. 



erstens die Ineinanderfügung von stereographischer und Parallelprojektion überhaupt unein- 
heitlich ist, daß zweitens die untere IJasis, da sie ja im unendlich fernen Punkt der Projek- 
tionsebene zu denken ist, nie am richtigen Platz abgebildet werden kann. 
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In vielen Meroedrien tritt der Fall ein, daß zwei Flächen einer und der- 
selben Form in Randpunkten der Fundamentalbereiche die Konstruktions- 
kugel berühren, in solchen Fällen sind auf beide berührenden Flächen die 
Symmetriezeichen aufgetragen, das eine derselben ist jedoch eingeklammert. 
In manchen Meroedrien sind gewisse spezielle Formen mit allgemeinsten 
kongruent, z. B. in der tetragonalen pyramidalen Hemiedrie die Pyramiden 
erster und zweiter Art mit solchen von dritter Art. Es wurde dann als 
Repräsentant für das Innere der Fundamentalbereiche eine spezielle Form 
gewählt und durch eine Reihe von Pfeilen wurde zugleich angedeutet, daß 
es statthaft ist, durch Verschieben der Ausgangsfiäche von ihr zur allgemein- 
sten Lage überzugehen, ohne daß zugleich der Typus der Form sich 
ändert. 



S omznerfeldt, Geometr. Kristallogr. 
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bischy Geom. Krist. i88i. Stereographische Projektion: F. E. Neumann, Beiträge zur 
Krystallonomie 1823. Literatur zum praktischen Gebrauch der stereographischen 
Netze: B. Hecht, Anleitung zur Krystallberechnung. E. v. Fedorow, Zeitschr. f. 
Kryst, 21, 617. 1893. G.Wulff, Zeitschr. f. Kryst. 36, i. 1902, E. Sommerfddt ib. 
41, 164. Penfield-Stöckl ib. 35, i; 88, 117. Wülfing, Mikroskop. Physiographie. 1904. 



Wichtigste Formeln aus Abschnitt II — III. 

Dieselben beziehen sich stets auf ein Axenkreuz a^ b, c^ dessen eine Axe 
vertikal, dessen zweite innerhalb der quer zum Beschauer gerichteten Ebene be- 
findlich ist und dessen dritte mit den beiden andern ein Rechtssystem bildet. 

Nr. 70. Für Zonen sind die Indizes 1;, x, X den Koordinaten ^, v, 7t 
eines beliebigen Punktes ihrer Axe, dividiert durch die gleichstelligen Axenein- 

U V 7t 

heiten proportional, also io:x:A = — :— : — • 

a c 

Für Flächen verhalten sich die Indizes h^ k^ l wie die aus den Axenein- 
heiten und gleichstelligen Axenabschnitten m^ n^ p gebildeten Quotienten, also 

T. r 1 a b c 
^ : >J: /= - : — : — 



m n 



Nr. 73. Die Indizes ij, x, A der 
Schnittzone zweier Flächen können aus 
denjenigen i4,>^,/, h\ k\l' dieser Flächen 
mittels des Schemas ermittelt werden: 

r^ixxVr^i 

\.h'\k'l'h'k'U'\ 

[= V), (= ^), (= ^) 



oder 






Die Indizes h^ k^ l der Schnitt- 
fläche zweier Zonen können aus den 
Indizes 1^, x, A, 1;', x', A' dieser Zonen 
des Schemas ermittelt werden: 



rixxvrM 

(= h) (= k) (= /) 



oder 





l h 




hk 




xA 




X 1? 


n 5t 


J 


VH 


7 


h'k' 




x'A' 


j 


l'ri' 


' ,?'x' 




= X 




— l 




— // 




— k 


= / 



Die innerhalb der Vertikalstriche 
befindlichen Tenne heißen »zweireihige 
Determinanten«. ! 

Bedingung dafür, daß eine Fläche (Ak/) in einer Zone [»?xA] enthalten ist (oder 
daß die Kante [i?xA] in der Fläche (Ak/) enthalten ist): 

rj/i -|- y,k + A/= o. 



Bedingung dafür, daß drei Zonen- 
kanten komplanar sind: 



x'x" 
AT 



+ x 



IT 

rjTj 



+ 1 



t ff 

X X 



Bedingung dafür, daß drei Plan- 
flächen tautozonal sind: 



/i 



' 111 



Vi" 



l'f 



+ 1 



JiH' 



wofür symbolisch die »dreireihige Determinante« gesetzt wird: 



n X A 
«'xT 
i?"x"A" 



o. 



h k l 
h' k' V 
li'H't' 



= o. 
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Nr. 74. Die Beziehung zwischen der Einheitskante e und den Axeneinheiten 
a, B, C drücken wir durch die symbolische Gleichung aus: 

tzsta + i + c 

(e heißt vektorielle Summe von a, &, c). 

Nr. 75. Ebenso liegt auf der Kante [17 xA] ein durch die Gleichung: 

y = ija + xli + Ac 

bestimmter Vektor. 

Sind rj^Xji. ganzzahlig und relativ prim zueinander, so heißt p primitive Strecke. 

Nr. 76. Sind p[/ii/], Hl^'^'H, t[^'Tr], t[HKL] vier primitive Strecken in 
bezug auf drei Axeneinheiten a, 16, C, und sollen neue Axeneinheiten bestimmt 
werden, welche parallel y, I), t liegen, während die neue Einheitskante parallel 
e wird, so lassen sich aus folgenden Gleichungen Zahlfaktoren ^, ^', ^" bestim- 
men, welche der Forderung, daß ^^, ^'q, ^"t die neuen Axeneinheiten sind, 
gentigen : 

Die Auflösungen kann man explizite hinschreiben, sofern die Ergebnisse des 
§100 schon hier als bekannt vorausgesetzt werden; da es nur auf die Verhält- 
nisse ^, q\ q" ankommt, lautet das Resultat nach Weglassung der gemeinsamen 
Nenner : 

Ä'/i"JI\ U'hH hUH\ 

/vz riL \IV L^ 






Nr. 77. Wird die gleiche Transformation der Axeneinheiten wie im vorigen 
Paragraphen vorgenommen, so sind die neuen Indizes [x,yj z] einer Kante aus den 
ursprünglichen Indizes UyVyW mittels der Gleichungen berechenbar : 

X Q /i -{- y q' /t' "^ zq"A"^= u 

xqI -{- yQ'l' + zq"/"^=s w, 

Nr. 86. Ist P Pol einer Fläche h^ k^ l\ Ä, B, C Pole der Flächen 100, 
010, 001; Aj Bj C Durchstoßpunkte der Axen a, b^ Cj so ist: 

.7 A k l 
a\b\ c=^ r— : r— : r— 



cos PA cos PB cos PC 
Nr. 87. Wird außerdem ^=1 gesetzt, so folgt: 

• • • • • • 

h sm PCA , / sin PAC ... ,,>,.. x 

a = r-JT-r , c = — r-r-r (Smussatz dcT Polngur). 

^ sin PCB ^ sin PA B 

Nr. 88—90. Wird der Winkel P^P^ durch zwei Punkte P' und /'geteilt, 
so heißt: 

(PPP'P) = ^I^^^' . sin/>,/>^^ ctgP/^-ctgi^P, 
^ ^ "" ^ sin P, P ' sin P^ P ctg PP'— ctg PP^ 

Doppelverhältnis der Punktpaare PP' und P^P^- 
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Es ist 

IP p pp^-\ll^. \P,P'\k ^ \P,F'\k . \P,P'\k ^ \PrP'\i , \P.P\i 

^^^^ ^^~\P,P'\h' \P.P'\k \PrP'W \P.P'\k \P.P'\i' \P.P'\i 

Literatur zu Abschnitt IV — ^VI (Nr. 90—127). 

Rechnen mit gerichteten Größen: H. Grassmann, Ausdehnungslehre 1844. 
Baryzentrische Definition sphärischer Koordinaten : A. F. Möbius, Werke II, 9. 
Eckensinusse: von Staudt, Journ. für reine und angew. Math. 24, 252. 1842. 
H. Grassmann 1. c. und Werke II, 2. 268. 

Eckensinusse und homogene Koordinaten: Möbius, Werke n, 21. 

Nr. 103 — 109. Numerisches Rechnen mit Raumgittern: Seeber, Unter- 
suchungen über die Eigenschaften der positiven ternären quadratischen Formen. 
Freiburg 1831. L. Dirichlet, Grelles Joum. 40, 216. C. F. Gauss, Werke II, 188 
bis 196. A. Bravais (1. c). 

Nr. 110 — 121. Hesseis »Gerengesetz«, vgl. Ostwalds Klass. Nr. 88 und 89; 
diesem gleich ist das sogenannte Kantenzonengesetz in seiner allgemeinsten Fassung 
(Quenstedt, Grundriß d. best. Krist. 1873, Seite 192, welcher dort und schon 
früher [Beiträge zur rechnenden Krystallographie Tübingen 1848] im Anschluß 
an dasselbe Reihenfolgen der Krystallflächen in ähnlicher Weise wie jetzt mittels 
der Komplikationsregel Goldschmidts üblich, aufstellt). Junghann, Neues Jahrb. 
f. Min. BeiL-Band I. 

Beziehung zu den Kettenbrüchen: T. Liebisch, Geometr. Kryst. 1881, S. 29. 
Fr. Haag, Programm, Rottweil 1887 (Die regulären Krystallkörper). Jacobi, Werke 
VI, 385. E. Fürstenau, Programm, Wiesbaden 1874. E. Sommerfeldt, Neues 
Jahrb. f. Min. Zentralbl. 1903, 537. 

Nr. 117 — 118. »Dekreszenzen« Haüy (1. c). 

Rationalität der Doppelverhältnisse: C. F. Gauss, Werke II, 308. 

Erzeugung der rationalen Begrenzungselemente durch krystallonomische Ab- 
stumpfung: Junghann (1. c). 

Bedingung für die Rationalität dreizähliger Symmetrieaxen: Gadolin (1. c). 
J. F. C. Hessel, Grunerts Archiv 48, 81. 1868. 

Nr. 122 — 123. Klein, Vorles. über das Ikosaeder. Weber, Algebra, Band 2. 
F. Klein-Fricke, Automorphe Funktionen. 

Nr. 124 — 125. E. V. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 21. (Vgl. dort auch die 
Transformationsgleichungen zur Theodolithmethode.) 

VS^ichtigste Rechnungsregeln zu Abschnitt IV — VI. 

Nr. 90. Vektor = I^inie von bestimmter Länge und Richtung, Feld = Ebene 
von bestimmtem Inhalt und bestimmter Richtung (darf stets in ein Parallelogramm 
oder Dreieck verwandelt, und parallel sich selbst verschoben, aber nicht gedreht 
werden ohne seinen Wert zu ändern). 

Ein Vektor, der zwei Punkte O und P verbindet, kann durch die gebrochene 
Linie ersetzt werden, welche von O nach P so beschrieben wird, daß ihr erster 
Teil der Ä-Axe, ihr zweiter der ^-Axe, ihr dritter der ^-Axe parallel ist. Zwei 
Vektoren sind einander gleich, wenn diese drei »vektoriellen Summanden« einzeln 
übereinstimmen, jede vektorielle Gleichung kann also in drei 2^hlgleichungen 
zerlegt werden. 

Äußeres Produkt zweier Vektoren a, 16: Ein Feld, das mit der Ebene ab 
gleichgerichtet und dem von a, b gebildeten Parallelogramm gleich groß ist. 
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Nr. 74. Die Beziehung zwischen der Einheitskante e und den Axeneinheiten 
a, li, C drücken wir durch die symbolische Gleichung aus: 

(e heißt vektorielle Summe von a, i, c). 

Nr. 75. Ebenso liegt auf der Kante [rj^X] ein durch die Gleichung: 

p = rja + 7ci + kt 

bestimmter Vektor. 

Sind rjjXj l ganzzahlig und relativ prim zueinander, so heißt p primitive Strecke. 

Nr. 76. Sind )f[AJ^/l H[A'k'n, x\H'U'l\ t[HKL) vier primitive Strecken in 
bezug auf drei Axeneinheiten a, i, C, und sollen neue Axeneinheiten bestimmt 
werden, welche parallel ^1, fl, t liegen, während die neue Einheitskante parallel 
C wird, so lassen sich aus folgenden Gleichungen Zahlfaktoren ^, ^', ß" bestim- 
men, welche der Forderung, daß p^>, ^'q, ß"t die neuen Axeneinheiten sind, 
gentigen : 

Ql + Q^r + Q"r = Z. 

Die Auflösungen kann man explizite hinschreiben, sofern die Ergebnisse des 
§100 schon hier als bekannt vorausgesetzt werden; da es nur auf die Verhält- 
nisse Q, q'j q" ankommt, lautet das Resultat nach Weglassung der gemeinsamen 
Nenner : 



rr 



h'H'H 




h"hH 




hKH 


k'k"K 


• 
• 


U'kK 


• 


kk'K 


I'ITL 




flL 




IV L 



Q'Q 'Q = 



Nr. 77. Wird die gleiche Transformation der Axeneinheiten wie im vorigen 
Paragraphen vorgenommen, so sind die neuen Indizes [x^y, z] einer Kante aus den 
ursprünglichen Indizes UyV,w mittels der Gleichungen berechenbar: 

xq/i +^^5'^'+ zq"A"= u 
xQk -{- yq'k' + Ä^"^"= V 
xqI -\- yQ'l' + zQ'r^=: w, 

Nr. 86. Ist P Pol einer Fläche h, k, l\ J, B, C Pole der Flächen 100, 
010, 001; A^ B^ C Durchstoßpunkte der Axen a^b^ c^ so ist: 

. r h k l 
a\b\ €•= r— : ^- : r— 

cos PA cos PB cos PC 
Nr. 87. Wird außerdem b-=\ gesetzt, so folgt: 
h sin PCÄ , / sin PAC 



a 



k^mPCB' 






^ sin PA B 



(Sinussatz der Polfigur). 



Nr. 88—90. Wird der Winkel P^P^ durch zwei Punkte P* und /'geteilt, 
so heißt: 

(P P P'P\ = £!^1^^^ . ^^^P^P" ^ ctg PP- ctg PP, 
^ ' ' ^ sxnP^P • ^mP^P ctg PP"— ctg PP^ 

Doppelverhältnis der Punktpaare PP' und PiP^- 
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Es ist 

iP p r,^p^ _ l^^in* . \P.P'\k^ \P.P'\k . •^,P,P'\k ^ \P.P'\i . \P.P'\i 

Literatur zu Abschnitt IV — VI (Nr. 90 — 127). 

Rechnen mit gerichteten Größen: H. Grassmann, Ausdehnungslehre 1844. 
Baryzentrische Definition sphärischer Koordinaten : A. F. Möbius, Werke II, 9. 
Eckensinusse: von Staudt, Joum. für reine und angew. Math. 24, 252. 1842. 
H. Grassmann 1. c. und Werke II, 2. 268. 

Eckensinusse und homogene Koordinaten: Möbius, Werke II, 21. 

Nr. 103 — 109. Numerisches Rechnen mit Raumgittern: Seeber, Unter- 
suchungen über die Eigenschaften der positiven temären quadratischen Formen. 
Freiburg 1831. L. Dirichlet, Grelles Joum. 40, 216. C. F. Gauss, Werke II, 188 
bis 196. A. Bravais (1. c). 

Nr. 110 — 121. Hesseis »Gerengesetz«, vgl. Ostwalds Klass. Nr. 88 und 89; 
diesem gleich ist das sogenannte Kantenzonengesetz in seiner allgemeinsten Fassung 
(Quenstedt, Grundriß d. best. Krist. 1873, Seite 192, welcher dort und schon 
früher [Beiträge zur rechnenden Krystallographie Tübingen 1848] im Anschluß 
an dasselbe Reihenfolgen der Krystall flächen in ähnlicher Weise wie jetzt mittels 
der Komplikationsregel Goldschmidts üblich, aufstellt). Junghann, Neues Jahrb. 
f. Min. Beil.-Band I. 

Beziehung zu den Kettenbrtichen : T. Liebisch, Geometr. Kryst. 1881, S. 29. 
Fr. Haag, Programm, Rottweil 1887 (Die regulären Krystallkörper). Jacobi, Werke 
VI, 385. E. Fürstenau, Programm, Wiesbaden 1874. E. Sommerfeldt, Neues 
Jahrb. f. Min. Zentralbl. 1903, 537. 

Nr. 117 — 118. »Dekreszenzen« Haüy (1. c). 

Rationalität der Doppelverhältnisse: C. F. Gauss, W'erke II, 308. 

Erzeugung der rationalen Begrenzungselemente durch krystallonomische Ab- 
stumpfung: Junghann (1. c). 

Bedingung flir die Rationalität dreizähliger Symmetrieaxen: Gadolin (1. c). 
J. F. C. Hesse], Grunerts Archiv 48, 81. 1868. 

Nr. 122 — 123. Klein, Vorles. über das Ikosaeder. Weber, Algebra, Band 2. 
F. Kiein-Fricke, Automorphe Funktionen. 

Nr. 124 — 125. E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 21. (Vgl. dort auch die 
Transformationsgleichungen zur Theodolithmethode.) 

Wichtigste Rechnungsregeln zu Abschnitt IV — VI. 

Nr. 90. Vektor = Linie von bestimmter Länge und Richtung, Feld = Ebene 
von bestimmtem Inhalt und bestimmter Richtung (darf stets in ein Parallelogramm 
oder Dreieck verwandelt, und parallel sich selbst verschoben, aber nicht gedreht 
werden ohne seinen Wert zu ändern). 

Ein Vektor, der zwei Punkte O und P verbindet, kann durch die gebrochene 
Linie ersetzt werden, welche von O nach P so beschrieben wird, daß ihr erster 
Teil der a-Axe, ihr zweiter der 3-Axe, ihr dritter der ^-Axe parallel ist. Zwei 
Vektoren sind einander gleich, wenn diese drei »vektori eilen Summanden« einzeln 
übereinstimmen, jede vektorielle Gleichung kann also in drei Zahlgleichungen 
zerlegt werden. 

Äußeres Produkt zweier Vektoren a, 6: Ein Feld, das mit der Ebene a6 
gleichgerichtet und dem von a, B gebildeten Parallelogramm gleich groß ist. 
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Man summiert Felder vektoriell, indem man- von ihnen zu Vektoren, wdche 
auf ihnen senkrecht stehen und eben so viele Längeneinheiten als jene Felder 
Flächeneinheiten betragen, übergeht, indem man alsdann diese Vektoren addiert 
und endlich eine nochmalige Vertauschung von Fläche und Flächennormale vor- 
nimmt 



Werden die Kugeldurchstoßpunkte 
der Axen mit dem Kugelzentrum ver- 
bunden und die Verbindungslinien zu 
einem Parallelepiped vervollständigt, so 
heißt der Lihalt desselben > Ecken- 
sinus der drei Axenrichtungen«. 



Werden die Flächenpole der Axen- 
ebenen mit dem Kugelzentrum verbun- 
den und die Verbindungslinien zu einem 
Parallelepiped vervollständigt, so heißt 
der Inhalt derselben »Eckensinus der 
drei Axenebenen«. 



Der Eckensinus wird in Formeln durch Einklammem der drei Kanten (Flächen), 
auf welche er sich bezieht, von einem gewöhnlichen Sinus unterschieden. 

Ist A BC die sphärische Höhe in 
dem Dreieck der Flächenpole der Axen- 



Nr. 96. \^X, A BC die sphärische 
Höhe in dem Dreieck der Axendurch- 
stoßpunkte, so folgt: 

sin [ABC] = sin CB sin A^CB, 



ebenen, so folgt: 

sin [ABC] = sin CB sin Ä^CB. 



Nach der Neperschen Regel (vgl. die folgende Nummer) ergibt sich hieraus 
unmittelbar: falls A^B^ F die Außenwinkel des Dreiecks der Axendurchstoß- 
punkte sind (mit denen auch die Seiten in der Polfigur der Axenebenen über- 
einstimmen) : 

I • • • 

sin [ABC] = sin -^Csin CA sin F. | sin (ABC) = sin A sin B sin AB. 

Nr. 97. Wenn der /-fache Kugelradius OB das a-, d-, ^- fache des ersten, 
zweiten, dritten Einheitsradius der Axenrichtungen zu Komponenten besitzt, so 
gilt die Gleichung: 

a:d:c:p = sin [PBC) : sin {PCA) : sin {FAB) : sin (ABC), 

Nr. 99. Hauptformeln der sphärischen Trigonometrie, a) Für rechtwinklige 
Dreiecke (Nepersche Regel): Der Kosinus eines jeden Stücks ist gleich dem 
Produkt aus den Kotangenten der anliegenden und auch gleich dem Produkt 
aus den Sinussen der gegenüberliegenden Stücke, sofern als »Stücke« die drei 
Seiten und inneren Winkel, welche dem rechten Winkel nicht anliegen, nebst 
den Komplementen der zwei, welche dem rechten Winkel anliegen, aufgefaßt 
werden, während der rechte Winkel nicht als Stück mitgezählt wird. 

b) Für schiefwinklige Dreiecke. Kosinussatz: Wenn man den Kosinus der 
Summe zweier Seiten «, d nach dem trigonometrische Additionstheorem entwickelt 
und dem zweiten Glied noch den Kosinus des Außenwinkels y, welcher der dritten 
Seite gegenüberiiegt, multiplikativ anfügt, so erhält man eine Formel fiir den 
Kosinus der dritten Seite c\ d. h. 

cos c = cos a cos If — sin a sin b cos y 
imd analog cos a == cos d cos c — sin ^ sin c cos a 

cos d = cos c cos a — sin ^ sin a cos ß , 



sowie dualistisch: 



cos y = cos a cos ß — sin a sin ß cos c , ,. . , 
cos a = cosß cos y - sm ß sm y cos a Außen^nkel). 
cos ß = cos y cos a — sin y sin a cos b 

Sinussatz: sin a : sin ^ : sin ^ = sin a : sin ß : sin y. 
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Nr. 100. Drei Unbekannte r, r , r\ welche in drei linearen Gleichungen: 

K = rk + r'k'+ r"k" 

enthalten sind, haben die Werte: 

h" h H 
k" k K 

r l L 



h' h" 


H 


■ k' k" 


K 


V l" 


L 


h h' 


H' 


k k' 


W 


i r 


l'\ 



h 


h' 


H 


k 


k' 


K 


l 


/' 


L 


h 


h' 


H' 


k k' 


k" 


l 


/' 


l" 



h h h 

k e r 
/ /' r 

Nr. 102. Ist ein Vektor b die Summe zweier anderer, also b = a H- 6, so 
folgt numerisch: 

^* = fl' 4" ^" + 2 a^ cos ä^b. 

Analog liefert die vektorielle Gleichung: 

e = a + 6 + c 

die numerische Beziehung: 

^' = ö* + 3' + c^ + 2 ab cos a^b + 2bc cos b'^c + 2ca cos c'^a, 

Nr. 103 — 104. Zwischen den dualistischen Bestimmungsstücken eines Raum- 
gitters, d. h. den Axeneinheiten a, bj c tmd den paarweise sie zu Seitenkanten 

besitzenden Parallelogrammen A^ B^ C besteht die Relation 

C=.ö^sinfl^3, A = bcsmb'^Cj B =^ casmc^a. 

Aj Bj C heißen >Axenfelder«. 

Nr. 109. Transformationsformeln der Axeneinheiten (falls dieselben mit einer 
Änderung des Punktgitters verbunden sind (vgl. außerdem Nr. 76 und 77). 

Sind a, i, C die ursprünglichen, ö, 5, C die neuen Axeneinheiten, ^, r, 5 die 

Symbole von ä,bjC auf das ursprüngliche Axenkreuz bezogen, so folgt vektoriell: 

Qa= \r, s, c\c + \r, Sj a\a + \rjS,b\h 
Transformation der Axenfelder: Dualistisch zu 109. 
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Axeneinheiten 46. 

Axeneinheiten, Berechnung derselben 67. 
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Einfache Form 12. 
Einheitsfläche 46. 
Einheitskante als Vektor 54. 
Eckensinusse 7 7 (vgl. Formelverzeichnis). 
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Form, einfache 12. 
Fundamentalbereich, Defin. 8. 
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Grundgesetz der geom. Kristallographie 

103 ff. 
Gruppeneigenschaft 36. 

Harmonische Lage 66. 
Harmonische Lage und Vierseit loi. 
Hauptaxe der «-Ecke 13. 
Hemiedrie 14. 

Hexagonale Hemiedrie, pyramidale 24. 
Hexagonale Hemiedrie, rhomboedr. 24. 
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Hexagonale Hemiedrie, trapezoedr. 34. 

Hexagonale Hemiedrie, trigonotype 30. 

Hexagonale Hemimorphie 30. 

Hexagonale Holoedrie 20. 

Hexagonale Ogdoedrie 34. 

HexagonaleTetartoedrie, rhomboedr. 2 5. 

Hexagonale Tetartoedrie, trapezoedr. 36. 

Hexagonale Tetartoedrie, trigonotype 3 1 . 

Hexagonale Tetartomorphie mit Sechs- 
ecktypus 35. 

Hexagonale Tetartomorphie, trigono- 
t>'pe 29. 

Holoedrie 14. 

Holoedrie im engeren Sinne 16. 

Ikosaeder 13, 14. 

Indizes, Definition derselben 49. 

Indizes, Transformation derselben 55. 88. 

Inversion 6. 

Inversion der Polfigur 7. 

Kaleidoskopische Gruppen 21. 32. 

Kettenbrtidie, gewöhnliche 93. 

Kettenbrüche, verallgemeinerte 95. 

Komplanare Lage dreier Kanten 52. 

Kongruenz von Polyedern mit sich 
selbst 5. 7. 

Konjugierter Pol eines Kugelkreises 60. 

Kontinuum 10. 

Koordinaten 17. 

Koordinatenaxen 17. 46. 

Korrelate Formen 35. 123. 

Kosinussatz der sphärischen Trigono- 
metrie 79. 

Kreiskegel, gerader 58. 

Kreiskegel, schiefer 58. 

Kreis Verwandtschaft 60. 

Kristallaggregat i. 

Kristallindividuum i. 

Kristallpolyeder i. 

Kristallzeichnungen 118. 

Kristallzwillinge 122. 

Lineare Vektorengleichungen 91. 
Lineare Zahlgleichungen 80. 
Linkssystem der Koordinaten 42. 

Meridian der Konstruktionskugel 15. 
Meroedrie 14. 

Meroedrie im engeren Sinn 16. 
Minimumproblem der Deduktion 99. 



Monokline Hemiedrie 29. 
Monokline Hemimorphie 33. 
Monokline Holoedrie 19. 
Monoklines System 15. 

«-Ecke II. 

«-Ecke, geschlossene 23. 

«-Ecke, offene 22. 

«-Ecke, lückenlose Ausfüllung der 

Ebene mittels derselben 11. 
Netze, stereographische 63. 

Offene Polyeder 22. 

Oktaeder 13. 

Oktaeder, Drehungsgruppe des 34. 

Oktaeder, Gesamtgruppe des 20. 

Periode der Symmetrieaxen 9. 104, 
Periode der Symmetrieoperationen 9. 
Platonische Körper 13. 
Polarecke 79. 
Pol, konjugierter 60. 
Polfigur 3. 

Potenzen von Drehungen 9. 
Primitive Indizes 55. 
Primitive Strecke 55. 
Produkt zweier Felder (= Parallelo- 
gramme) 81. 
Produkt zweier Vektoren 72. 
Produkt dreier Vektoren 76. 
Projektion, lineare 47 ff. 
Projektion, stereographische 15. 
Pyramiden erster und zweiter Art 20. 

Quadrat 5. 7. 

Quadrat, Drehungsgruppe des 33. 

Quadrat, Gesamtgruppe des 20. 

Quadrat, offenes 22. 

Quadrat, offenes, Drehungsgruppe des 3 4. 

Quadrat, offenes, Gesamtgruppe des 30. 

Quadrat, zentr. Drehungsgruppe des 24. 

Quadrat, sphenoidisches, Gesamtgruppe 

des 31. 
Quadrat, Ursprungsgruppe des 31. 

Rationalität der Axenabschnitte 117. 
Rationalität der Doppelverhältnisse 103. 
Rationalität der Eckensinusse 104. 
Rationalität der Indizes 104. 
Rationalität der Komponentenverhält- 
nisse 104. 
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Rationalität der Kosinusse von 2 njn 107. 
Rationalität der Parameterverhältnisse 

104. 
Rationalität der Symbole von Sym- 

metrieaxen 109. 
Raumgitter, ganzzahlig kommensurabele 

84. 86. 
Raumgitter, rational kommensurabele 86. 
Raumgitter, zonale Deduktion in 

ihm 44. 
Rechtssystem der Koordinaten 42. 
Reduktion yektorieller Gleichungen auf 

numerische 55. 
Regelmäßige Körper 13. 
Reguläre Holoedrie 20. 
Reguläre pentagonale Hemiedrie 24. 
Reguläre plagiedrische Hemiedrie 34. 
Reguläre Tetartoedrie 35. 
Reguläre tetraedrische Hemiedrie 30. 
Rhombische Hemiedrie 33. 
Rhombische Hemimorphie 29. 
Rhombische Holoedrie 19. 
Rhombisches System 15. 
Rhomboeder 24. 

Sechseck 11. 

Sechseck, Drehungsgruppe des 34. 35. 

Sechseck, zentrierte Drehungsgruppe 
des 24. 

Sechseck, Gesamtgruppe des 20. 30. 

Sechseck, offenes 22. 

Sechseck, sphenoidisches 28. 

Sechseck, trigonotypes 27. 

Sechseck, trigonotypes, Gruppe des- 
selben 31. 

Sektionslinien 47. 

Sinussatz der Polfigur 67. 

Sinussatz der sphär. Trigonometrie 79. 

Stereographische Projektion 15. 58 ff. 

Substitution, zyklische 4. 

Symmetrieaxen 9. 

Symmetrieebenen 17. 

Symmetriepol iii. 

Symmetriezentrum 5. 

Tafeln, Bemerkungen zu denselben 
123 ff. 

Tautozonalität dreier Flächen 52.68. 77. 

Teilungsverhältniss der Volumenver- 
größerung 2. 

Teilzahlen 48. 



Tetraeder 5. 

Tetraeder, Drehungsgnippe desselben3 5. 

Tetraeder, zentrierte Drehungsgruppe 

desselben 24. 
Tetraeder, Gesamtgnippe desselben 30. 
Tetragonale Hemiedrie, pyramidale 25. 
Tetragonale Hemiedrie, sphenoidische 

31- 

Tetragonale Hemiedrie, trapezoedrische 

33- 
Tetragonale Hemimorphie 30. 

Tetragonale Holoedrie 20. 

Tetragonale Tetartoedrie, hemimorphe 

35- 
Tetragonale Tetartoedrie, sphenoidische 

31- 
Theodolithmethode 119. 

Transformation der Koordinaten za 
derselben 120. 

Transformation der Ebene der stereo- 
graphischen Projektion 65. 

Transformation der Indizes 55. 85. 

Transformationsfaktoren der Axen- 
elemente 88 ff. 

Trapezoeder 5. 

Trigonometrie, Hauptformeln der 79. 

Trikline Hemiedrie 33. 

Trikline Holoedrie 18. 

Ursprungssymmetrie des sphenoidischen 
Quadrats 28. 

Vektoren, Addition ders. 54. 
Vektoren, Beziehung derselben zu 

Kettenbrtichen 93. 
Vektoren, Definition 54. 
Vektoren, Multiplikation (äußere) zweier 

derselben 72. 
Vektoren, Multiplikation (äußere) dreier 

derselben 76. 
Vertauschungen, zyklische 4. 
Verzerrung 2. 
Vierseit, vollständiges 101. 
Vollständigkeitsbeweis ftir die Anzahl 

der Symmetriegruppen iii — 115. 

Winkelkonstanz i. 

Winkel zwischen zwei Kanten (Flächen) 

116. 
Winkelrelation zwischen vier Vektoren 

76. 116. 
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Winkeltreue der stereographischen Ab- 
bildung 60. 
Würfel 13. 

Zähligkeit von Symmetrieaxen 9. 
Zahlenkoordinaten 48. 
Zentrierte Gruppen 22. 
Zentrum der Symmetrie 5. 
Zonale Bedingung zur Berechnung von 
Flächensymbolen 116. 



Zone, Abbildung derselben 47. 
Zonengesetz 40. 103. 
Zonen verband, vollständiger 45. 
Zweieck 14. 

Zweieck, Drehungsgruppe des 33. 
Zweieck, Gesamtgruppe des 19. 
Zweieck, offenes 14. 
Zweieck, offenes, Gesamtgruppe des- 
selben 29. 
Zwillinge 122. 



Druck von Breitkopf und Härtel in Leipzig. 
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Tafel II. 
Reguläre pentagonale HemiSdrie. 

(Dyakisdodekaedrische Gruppe.) 
(Centrirte Tetraederg^ppe.) 
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Flächenpole eines Dyakisdodekaeders, Symmelrieelemente. 
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Tafel III. 
Reguläre plagiSdrische Hemiedrie. 

(Pentagonikositetraedrische Gruppe.) 
(Oktaederdrehgruppe. ) 
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Flächenpole eines Pentagonikositetracders, Symmetrieelemente. 
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Tafel IV. 
Reguläre tetraSdrische HemiSdrie. 

(Hexakistetraedrische Gruppe.) 
(Gesamtg^uppe des Tetraeders.) 
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Flächenpole eines Hexakistetratidcr, Symmetrieelemente. 
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Reguläre Tetartoedrie 

itetraedrisch-pentagondode- 
kaedrische Gruppe). 
(Drehgruppe des 

Tetraeders.) 
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Tafel VI. 




Tetragonale HoloSdrie. 

(Ditetragonal - bipyramidale 
Gruppe.) 

(Gesammtgruppe des Vierecks.) 





Flächenpole einer ditetragüimleu Doppelpyramide, Symmetrieelemente. 
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Tafel Vn. 



Tetragonale Hemimorphie. 



(Ditetragonal- 
pyramidale Gruppe.) 

(Gesammtgruppe des 
offenen Vierecks.) 
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Flächenpole einer ditetragonalcn Pyramide, Symmctricelemente. 
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Tafel VIII. 
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Tetragonale pyramidale HemiSdrie. 

(Bipyramidale Gruppe.) 
(Centrirte Gruppe des offenen Vierecks.) 




Flächenpole einer tetragonalen Doppelpyrninide 3. Art, Symmetricelemente. 
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Tafel IX. 
Tetragonale Tetartomorphie« 



(Pyramidale Gruppe.) 

{Drehungsgruppe des offenen 
Vierecks.) 
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Tafel X. 

Tetragonale trapezoSdrische HemiSdrie. 

(Drehungsgruppe des Vierecks.) 





: T^ 




• 






1 






: 




I i 




r.-r-4- 


-4- 


1 ; 




1 I 




• 1 

1 ! 




1 
•^1 


• 


^-L 



M>- 



a : a' 

X i O 



^■ 



•W 



¥ 



O : X 

-nr- 



F'lächenpole eines tetragonalen Trapezoüders, Symmetrieelementc. 



Fläclf€npaar 
der UtFagonmlen 



(t) 



\ 




\ 



\ 



Gebwt der 
pMkivcsi tetragonalen 
SkalenoMer 



4i 



\ 



^ Tetrag, Prisma 
I.Art 



^o 



90 

r 

o 

Tärag.Prisma 
2. Art 






Gebiet der negativen 
tetn^onalen Skalenoeder 



\ 



% 






^ ' 



V 






Untere Obere 
Hüfte 



Untere Obere 
Hälfte 



d' 



s^^Lr 









Oberp Untere 
Hätfte 

V 

Ob«re Untere 
Hälfte 




a 

D 

> 



(•) 

Fläekenpaar 

der tetraganalett 

Basis 



Einer der FundamenüdbeKciicih«. 



>"• 



,♦ 



^ 






(•) 



'•3 



.^ 



^f 












S 






«1 



^ 



./ 



^ 

.0^^ 



Jp 



^ 






0? 
r 






P 



>* 

r« 
«4 

J 

< 






^X 



« 



O^^'^ 
















>j)UII 









.• 



.dif»bi9dlA)a9iiuihaD''] wb i^.'iH 




].^' 



Tafel XL 

Tetragonale sphenoidische 
HemiSdrie. 

(Skalenoedrische Gruppe.) 
(Gruppe des sphenoidischen Quadrats.) 
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Tetragonale sphenoidische 
Tetartogdrie 

(Bisphenoidische Gruppe.) 

(Ursprungsgruppe des 
sphenoidischen Quadrats.) 



Flächenpole eines tetragonalen Doppel- 
sphenoids 3. Art, Symmetrieelemente. 
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Tafel XIII. 



Hexagonale HoloSdrie 

(Dihexagonal-bipyramidale Gruppe.) 
(Gesamtgruppe des Sechsecks.) 





Flächcnpole einer dihexagonalen Doppelpyrfimule. Symmetrieelemente. 
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Tafel XIV. 
Hexagonale Hemimorphie. 

(Dihexagonal-pyramidale Gruppe.) 
(Gruppe des offenen Sechsecks.) 
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Tafel XV. . 
Hexagonale pyramidale HemiSdiie. 



(Bipyramidale Gruppe.) 



(Zentrierte Sechsecksgruppe.) 




Flächenpole einer hexagonalen Doppel- 
pyramide 3. Art, Symmetrieelemente. 









-5- \ 



-9' 



{^> 'S 

Htx. Priima 
1. Art 
fbereichs 









l^^i^ #$S fnndkmentRlberekhe 



1 






:|^" -«.►.* -«.-.tu- ■ 



:ig^:W^^< «"«»-"J . .,, . 













•Ä»'-»*^'»' •■ •»■■ 



Tafel XVI. 



Hexagonale Tetartomorphie 
mit Sechseckstypus. 

Erste hemimorphe Tetartoedrie. 




(Hexagonale-pyramidale 
Gruppe.) 

(Drehungsgruppe 
des offenen Sechsecks.) 
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Tafel XVII. 

Hexagonale trapezoSdrische HemiSdrie. 

(Drehungsgnippe des Sechsecks.) 
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Tafel XVIII. 
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Hexagonale rhomboSdrische 
HemiSdrie. 

(Ditrigonal-skalenoedrische Gruppe. ) 
(Centrirte Dreiecksgruppe.) 
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Tafel XIX. 
Hexagonale rhomboSdrische TetartoSdrie. 

(Trigonal-rhomboedrische Gruppe.) (Centrirte Drehungsgruppe des Dreiecks.) 
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Tafel XX. 




Hexagonale trigonotype 
HemiSdrie. 

(Gesamtdreiecksgruppe.) 




Prisma 1. Art 




Flächenpole einer ditrigonalen Doppelpyramide, Syrametrieeleraente. 
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Zerfall der Fundamentalbereiche in je zwei 
solche der hex. Hemimorphie (vgl.Taf. 14). 
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Tafel XXI. 

Hexagonale trigonotype Tetartomorphie. 

(Ditrigonal-pyramidale Gruppe.) 
(Gesamtgruppe des offenen Dreiecks.) 
(Zweite hemimorphe Tetartoedrie.) 




Flächenpole einer ditrigonalen 
Pyramide, Symmetrieclemente. 
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Tafel XXn. 

Hexagonale trigonotype TetartoSdrie. 

(Trigonal-bipyramidale Gruppe.) 
(Gruppe des trigonotypen Sechsecks.) 
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Flächenpole einer trigonalen Doppelpyramide 3. Art; Symmetrieelemente. 
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Tafel XXm. 
Hexagonale OgäoSdrie. 

(Trigonal-pyramidale Gruppe.) (Drehungsgruppe des offenen Dreiecks.) 
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Tafel XXIV. 
Hexagonale trapezoSdrische TetartoSdrie. 



(Trigonal-trapezoedrische 
Gruppe.) 




(Drehungsgruppe des 
Dreiecks.) 
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Flächenpole eines trigonalen 
Trapezoeders, Symmetrieelemente. 
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Tafel XXVI. 



Rhombische Hemimorphie. 

(Pyramidale Gruppe.) 
(Gesamtgruppe des offenen Zweiecks.) 



Reihe der unteren 




»r 



et 

X 



*« .. 6 



X 

a 



"A 



^ 



Flächenpole einer rhombischen 
Pyramide, Symmetrieelemente. 
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Tafel XXVII. 
Rhombische HemiSdrie. 

(Bisphenoidische Gruppe.) (Drehungsgruppe des Zweiecks.) 
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Tafel XXVIII. 

Monokline HoloSdrie. 

(Prismatische Gruppe.) (Centrirte Umklappungsgruppe.) 
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Hnzelnen Spiegelung.) 
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Tafel XXXL 

Trikline HoloSdrie. 

(Pinakoidale Gruppe.) (Gruppe des Symmetriezentrums.) 
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Combination derjenigen 

vier Flächenpaare, deren 

gleichstellige Indicet sich 

nur durch Vorzeichen 

unterscheiden. 
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